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PRÉFACE. 


L'esprit  du  jeu  est  le  talent  d'envisager  d'un 
seul  coup  d'œil  toutes  les  combinaisons  du  ha- 
sard d'où  resuite  le  gain  ou  la  perte.  Mais 
ces  simples  aperçus  peuvent  souvent  égarer, 
et  donnent  difficilement  une  mesure  exacte 
de  la  probabilité. 

Pascal  et  Fermât  sont  les  premiers  qui 
aient  appliqué  le  calcul  à  la  détermination 
de  la  probabilité  ;  on  trouvera  dans  \ Histoire 
des  Mathématiques  de  Montucla  (tome  111, 
p.  58o,  §§  58,  59,  40  et  40  l'analyse  des  ou- 
vrages que  les  géomètres  des  deux  derniers 
siècles  ont  publiés  sur  cette  matière. 

Ce  Traité  es\  mis hildi  portée  des  personnes 
qui  ont  les  premières  notions  de  l'Algèbre  ; 
et  malgré  qu'il  renferme  les  problèmes  les  plus 
difficiles  sur  les  probabilités,  elles  suffisent  à 
leur  solution. 

La  première  partie  est  consacrée  à  donner 
quelques  notions  préliminaires,  et  une  méthode 
pour  avoir,  dans  un  nombre  de  termes  borné, 
la  représentation  d'une  puissance  élevée  d'un 
polynôme. 

La  seconde  partie  contient  la  solution  de 
plusieurs  problèmes. 


La  troisième  partie  traite  des  annuités,  de 
l'amortissement,  des  concessions  temporaires 
de  canaux,  de  l'évaluation  du  revenu  des 
bois,  de  la  détermination  de  leur  valeur  en 
fonds  et  superficie,  de  la  base  sur  laquelle  ils 
devraient  être  imposés,  de  la  dotation  des 
caisses  des  retraites ,  et  des  rentes  viagères. 

Dans  la  quatrième  partie,  on  donne  pour 
exemple  l'application  du  calcul  des  probabilités 
au  jeu  du  wisk. 


ERRATA. 


Page  2ï,  ligne  i3,  a',  lisez'x 

26,  27,  a  ,  lisez  le 

29,  16,  ceux,  Usez  que  ceux 

4r,  II,  -,  lisez-. 

42,  if*,  A,  lisez  B 

52,  q,  2787,  lisez  2187 

53,  2^,  sera  hk^  lisez  sera  hk,  divisé  par  {g+h)" 

53,  24,  «r  (prob.  2  i^e  p.  ce  terme  rt,  lisez  ainsi  cette 
probabilité  a 

54,  3,  {gh  +  i3,  lisezgh  -f  i 


54,  6, 

23, 

55,  j6,  ^  Supprimez  le[ facteur  (^  -^ gY 


5r>, 


>9» 

23, 


21: 

24- 

27,  Ces  valeurs  sont,  lisez  en  divisant  chacune  de 
ces  valeurs  par  5^©,  la  probabilité  de  Pun 
de  ces  trois  résultats  sera  la  somme  des  trois 
quantités  suivantes. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

No tîons  préliminaires , — Définitions, 

Lorsque  dans  une  re'union  de  plusieurs  lettres  on 
ne  considère  que  leur  nombre,  on  est  convenu  d'ap- 
peler cette  réunion  une  combinaison. 

Lorsqu'on  y  considère  leur  nombre  et  le  rang 
qu'elles  occupent ,  on  est  convenu  d'appeler  cette  re'u- 
nion une  permutation. 

On  appelle  exposant  de  la  combinaison  ou  de  la 
permutation ,  le  nombre  des  lettres  dont  se  compose  la 
combinaison  ou  la  permutation. 

LEMME    l". 

On  usera  du  proce'de'  suivant  pour  trouver  les  com- 
binaisons de  tout  exposant  dont  plusieurs  lettres 
toutes  différentes  a,  b,c,  etc.,  sont  susceptibles. 

Sur  une  i"  ligne  on  écrira  la  lettre  a. 

Sur  une  2*  ligne  on  écrira  au-dessous  de  la  lettre  a 
la  lettre  b ,  et  sur  la  même  ligne  la  lettre  ^jointe  à  la 
lettre  a  de  la  ligne  supérieure,  ce  qui  donnera  la 
combinaison  ab. 

Sur  une  3"  ligne  on  écrira,  au-dessous  de  la  lettre^, 
la  lettre  c,  et  sur  la  même  ligne  sa  lettre  initiale  c 
jointe  à  la  lettre  a  et  à  la  lettre  b  des  deux  lignes  su- 
périeures et  à  la  combinaison  ab  de  la  ligne  supérieure; 
ce  qui  donnera  les  deux  combinaisons  ac  et  bc  et  la 
combinaison  abc. 

I 


(  a  ) 

Écrivant  sur  des  lignes  difFe'rentes  chacune  de» 
lettres ,  d'abord  seule ,  et  à  leur  suite  la  lettre  initiale 
de  chaque  lij^ne  jointe  à  toutes  les  combinaisons  de 
tout  exposant  dans  les  lignes  supérieures,  on  aura 
un  tableau  complet  de  toutes  les  combinaisons  de  tout 
exposant,  dont  les  lettres  données  sont  susceptibles. 

Tableau  des  Combinaisons, 

a 

b,ab 

c^ac^bcjabc 

d,ad,  bd,cd,abdf  acd,  bcd,abcd. 

€ ,ae ybe ,ce ,de yttbe ,ace j  bce ,  ade,  bde,  cde,  abcc, . . , 

abde ,  acde ,  bcde ,  abcde. 

COROLLAIRE    l". 

Par  la  construction  de  ce  tableau,  les  combinaisons 
de  deux  lettres  se  formant,  dans  une  ligne,  de  sa 
lettre  initiale  jointe  aux  combinaisons  qui  dans  les 
lignes  supérieures  ont  l'unité  pour  exposant ,  les 
combinaisons  de  l'exposant  i  dans  une  ligne  sont  en 
nombre  égal  aux  combinaisons  de  l'exposant  i  dans 
toutes  les  lignes  supérieures.  De  même  par  construc- 
tion, les  combinaisons  de  l'exposant  3  dans  une  ligne 
sont  en  nombre  égal  aux  combinaisons  de  l'exposant  a 
dans  les  lignes  supérieures  ;  et  généralement  dans  une 
ligne  k  les  combinaisons  de  l'exposant  n  sont  en  nom- 
bre égal  aux  combinaisons  de  l'exposant  (n— i)  dans 
les  lignes  supérieures  à  la  ligne  h. 

COROLLAIRE    2. 

Par  construction  une  ligne  ne  peut  offrir  que  les 
combinaisons  dans  lesquelles  entre  sa  lettre  initiale  ; 


1 


(  3  ) 

ainsi  dans  une  ligne  les  combinaisons  de  Texposant  n 
ne  sont  qu'une  partie  de  celles  dont  est  susceptible 
le  nombre  de  lettres  données.  Par  le  lemme  i"  et  le 
corollaire  précédent ,  le  nombre  de  combinaisons  de 
l'exposant  n  dont  un  nombre  k  de  lettres  serait  sus- 
ceptible ,  est  le  nombre  des  combinaisons  de  l'expo- 
sant (/î+i)  dans  la  ligne  (^  +  i). 

LEMME    2. 

On  prendra  successivement  dans  chaque  ligne  du  ta- 
bleau le  nombre  de  combinaisons  du  même  exposant 
qu'elle  renferme.  Pour  chaque  ligne  du  tableau  on 
écrira  ces  nombres  sur  une  ligne  différente  ;  on  en 
composera  un  autre  tableau  où  les  nombres  qui  se 
rapportent  à  des  combinaisons  du  même  exposant  se 
trouveront  placés  les  uns  au-dessous  des  autres  dans 
une  colonne  verticale.  En  tête  de  chaque  colonne  on 
mettra  le  chiffre  indicateur  de  l'exposant  de  la  com- 
binaison à  laquelle  cette  colonne  est  consacrée.  Lors- 
que dans  une  ligne  du  tableau  n°  i  ^'  il  ne  se  présen- 
tera point  de  combinaisons  de  l'exposant  de  la  colonne, 
on  mettra  un  zéro  à  la  place. 

Tableau  des  Combinaisons. 


I    II 


2. 
III    IV 


V   VI 


0 

I 

2 

3 

4 

5 

o 

0 

1 
3 
6 

10 

o 

0 
0 

I 

4. 

lO 

o 
o 
o 
o 

I 
5 

o 
o 

0 

o 

0 

I 

(4) 

COROLLAIRE    3. 

Prenons  dans  les  tableaux  n"  i  et  2  un  même  nom- 
bre de  lignesj  k. 

Par  construction  dans  le  tableau  n°  2,  les  termes  de 
la  colonne  n  sont  les  nombres  de  combinaisons  de 
Texposant  n  dans  les  li^jnes  du  tableau  n**  i". 

Or,  par  le  corollaire  i"  dans  le  tableau  du  n°  1*%  le 
nombre  des  combinaisons  de  l'exposant  71  dans  la  ligue  ^, 
est  la  somme  des  combinaisons  de  l'exposant  {n-^\) 
dans  les  lignes  supe'rieures. 

Donc ,  dans  le  tableau  n°  2 ,  le  terme  k  de  la  co- 
lonne {n)  est  la  somme  des  termes  supérieurs  dans  la 
colonne  {n  —  1). 

COROLLAIRE    4- 

Delà  construction  du  tableau  n°  2  et  du  corollaires, 
on  tirera  e'galement  la  conséquence,  que  le  nombre  des 
combinaisons  de  l'exposant  n,  dont  un  nombre  de  let- 
tres/:  serait  susceptible,  a  pour  expression  le  terme 
(^-^  i)  de  la  colonne  (w  -|-  i)  dans  le  tableau  n°  2. 

PROBLÈME  P^ 

Dans  un  nombre  k  de  lettres  toutes  différentes  > 
déterminer  le  nombre  de  perm,utalions  de  Vexpo^ 
sant  n. 

1°.  Le  nombre  de  permutations  de  l'exposant  i  sera 
évidemment  le  nombre  de  lettres  k. 

2°.  Dans  les  permutations  de  l'exposant  2  la  1'* 
place  étant  occupée  par  l'une  des  lettres  qui  sont  au 
nombre  de  A",  la  seconde  place  serait  occupée  par  l'une 
des  lettres  restantes  qui  sont  au  nombre  de  (^  —  i). 
Ainsi  le  nombre  des  permutations  de  l'exposant  2  à 
pour  expression  k  X  (^ —  i)- 


(5  ) 
3®.  Dans  les  permutations  de  l'exposant  3  les  deux 
i'"  places  étant  occupées  par  une  des  permutations  de 
Texposant  2 ,  lesquelles  sont  au  nombre  de  â:  X  (^ — 0> 
la  3*  place  serait  occupée  par  une  des  lettres  restantes, 
qui  sont  au  nombre  de  {k  —  2).  Ainsi  le  nombre  de 
permutations  de  l'exposant  3  a  pour  expression 

AX(^— i)X(^  — 2). 

Généralement  le  nombre  des  permutations  de  l'ex- 
posant n  aura  pour  expression 

^  X  (A:  —  1)  X  (^  —  2)  X  (^  — 3) X  A  —  (/2— I). 

PROBLÈME  II. 

Dans  le  même  nombre  k  de  lettres  toutes  différentes, 
déterminer  le  nomhre  des  com.binaisons  de  l'expO" 
sant  n. 

Deux  lettres  donnant  deux  permutations  et  une 
seule  combinaison ,  le  nombre  de  combinaisons  de 
l'exposant  2  ne  sera  que  moitié  du  nombre  des  permu- 
tations et  aura  pour  expression 

k        k-i 

-  X  . 

I  2 

Trois  lettres  donnant  six  permutations  et  une  seule 
combinaison,  le  nombre  de  combinaisons  de  l'expo- 
sant 3 ,  ne  sera  que  le  sixième  du  nombre  des  permu- 
tations, et  aura  pour  expression 

k        k —  1        k  —  2  ^  ■ 


X X 


I     "      2      ""      3 
Généralement  le  nombre  des  combinaisons  de  l'cx^. 


(6) 

posant  n  a 

pour  expression 

k        k-i 

;^-_2       k  —  3 

X     3     X     4 

X. 

COROLLAIRE 

5. 

n 


Dans  le  tableau  n°  2  le  terme  (^  +')  de  la  colonne 
(ji  +i)  e'tant(cor.  4)  >  le  nombre  des  combinaisons  de 
l'exposant  n  dans  un  nombre  de  lettres  k ,  ce  terme 
(prob.  2)  aura  pour  expression 

k      k — I       k  —  2  k — (n  —  i)        ■ 

-X X— ô— X ^- — -. 

12  3  n 

COROLLAIRE   6. 

Si  dans  cette  expression  on  fait  successivement  n=i, 
=  2  ,=  3. .  .  =  A:,  la  ligne  (k  -|-i)  du  tableau  n°  2  se 
composerait  des  valeurs  trouvées  par  ces  substitutions, 
et  les  faisant  préce'der  de  l'unité,  elle  présenterait  cette 
suite  de  termes 

/'k\      /k       k — 1\     /k      k — I       k — 2\ 

Kt)-17X— >(,x~x.-3->- 
(tX— ••-  -T— )• 

Définition. 

On  distingue  une  seconde  espèce  de  combinaisons  et 
de  permutations.  Ce  sont  celles  où  une  même  lettre 
peut  se  présenter  plusieurs  fois.  Ce  nombre  de  fois 
peut  être  égal  à  l'exposant  de  la  combinaison  ou  de  la 
permutation. 

LEMME   3. 

On  usera  du  procédé  suivant  pour  trouver  les  com- 
binaisons de  cette  seconde  espèce. 


J* 


(  7  ) 

i".  On  écrira  chaque  lettre  Tune  au-dessous  de 
l'autre  sur  des  lignes  différentes . 

2**.  On  réunira  la  lettre  initiale  de  chaque  ligne  à 
elle-même  et  à  la  lettre  initiale  des  lignes  supérieures. 
On  obtiendra  de  cette  manière  les  combinaisons  de  se- 
conde espèce  de  Texposant  2. 

3°.  On  réunira  la  lettre  initiale  de  chaque  ligne  aux 
combinaisons  de  l'exposant  2  dans  cette  ligne  et  dans 
les  lignes  supérieures.  On  obtiendra  de  cette  manière 
les  combinaisons  de  seconde  espèce  de  l'exposant  3. 

En  continuant  ainsi  on  aura  le  tableau  suiyant. 

Tableau  des  Combinaisons  de  seconde  espèce, 
N<»  3. 

a^aa^aaa^aoaa^ 

b  jab ,bb ,aab ,abb ,bbb  ^aaab  janbb ,abbb  jbbbb. 

c^ac^bc^c^ ^a'c^abc^b^c^ac'^^bc^ ,c^ ^  à^CyO^bc^Pc, .  ... 

COROLLAIRE    7. 

Le  principe  de  construction  dans  ce  tableau  difïere 
en  un  point  du  principe  de  construction  du  tableau 
n°  1".  Ici,  dans  une  ligne  k,  les  combinaisons  de  l'ex- 
posant n  sont  en  nombre  égal  aux  combinaisons  de 
l'exposant  {n —  1),  non-seulement  dans  les  lignes  su- 
périeures à  la  ligne  ^,  comme  dans  les  combinaisons 
de  i'*  espèce  ,  mais  de  plus  aux  combinaisons  du  même 
exposant  dans  la  ligne  k  elle-même. 

COROLLAIRE    8. 

Par  construction  une  ligne  ne  peut  offrir  que  les 
combinaisons  dans  lesquelles  entre  sa  lettre  initiale. 


(8) 
Ainsi ,  dans  une  ligne ,  les  combinaisons  de  l'expo* 
sant  n  ne  sont  qu'une  partie  des  combinaisons  de  se- 
conde espèce  dont  est  susceptible  le  nombre  de  lettres 
donne'.  Par  le  lemme  3  et  le  corollaire  7,  le  nombre  de 
combinaisons  de  seconde  espèce  de  l'exposant  n  dont 
un  nombre  k  de  lettres  serait  susceptible ,  est  le  nombre 
des  combinaisons  de  Fexposant  {n  -f-i)  dans  cette  même 
ligne  h. 

LEMME   4» 

On  prendra  dans  chaque  ligne  du  tableau  n"  3  le 
nombre  des  combinaisons  de  chaque  exposant  que  Ton 
e'crira  sur  la  même  ligne ,  et  l'on  en  composera  le  ta- 
bleau suivant. 

Tableau  des  Combinaisons  de  seconde  espèce. 

I     II   III  IV    V    VI 
I 

2 

3 

X     ■      4 

5 
6 

En  ajoutant  dans  ce  tableau  un  ze'ro  en  tête  de  la 
seconde  colonne ,  deux  ze'ros  en  tête  de  la  3*,  trois  zé- 
ros en  tête  de  la  4%  et  ge'ne'ralement  un  nombre  {n — i) 
de  zéros  en  tête  de  la  colonne  n  ,  le  tableau  n°  4  sç 
trouvera  transformé  dans  le  tableau  n*^  2. 


I 

2 

3 

T 

5 

I 
3 

6 
10 

Ti 
21 

4 

zb 



20 

.35 

56 

I 

T 

i5 
35 

70 
126 

I 

6 

21 

56 

126 

252 

(9) 

COROLLAIRE   9. 

Ainsi  le  terme  k  de  la  colonne  n  dans  le  tableau 
ii°  4  ^st  le  terme  k  -^n — i  de  la  colonne  n  dans  le 
tableau  n°  2. 

COROLLAIRE    10. 

Prenons  dans  les  tableaux  n°  3  et  n'  4  ^^  même 
nombre  de  lignes  k. 

Par  construction  dans  le  tableau  n**  4  >  les  termes  de 
la  colonne  n  sont  les  nombres  de  combinaisons  de 
l'exposant  n  dans  les  lignes  du  tableau  n°  3. 

Or,  par  le  corollaire  7  dans  le  tableau  n°  3,  le  nombre 
des  combinaisons  de  l'exposant  n  dans  la  ligne  k  est 
la  somme  des  combinaisons  de  l'exposant  {n —  i)  dans 
cette  ligne  k  et  les  lignes  supérieures. 

Donc  dans  le  tableau  n"  4  1^  terme  k  de  la  colonne  n 
est  la  somme  du  terme  k  et  des  termes  supérieurs 
dans  la  colonne  ( 71 — 1). 

COROLLAIRE    II. 

Delà  construction  du  tableau  11°  4  et  du  corollaire  8,  on 
tirera  la  conséquence  que  le  nombre  des  combinaisons 
de  seconde  espèce  de  l'exposant  n,  dont  un  nombre  de 
lettres  k  serait  susceptible ,  a  pour  expression  le  ter- 
me k  de  la  colonne  (ti+i)  dans  le  tableau  n°  4- 

COROLLAIRE    12. 

Par  le  corollaire  précédent ,  le  nombre  des  lettres 
çtantÂ:,  l'exposant  étant  n,  le  nombre  des  combinaisons 
de  seconde  espèce  a  pour  expression  le  terme  k  de  la 
colonne  (tî+i)  dans  le  tableau  n°  4- 

Par  le  corollaire  9 ,  dans  le  tal)leau  n"  4^^  terme  k  de 


(     lO    ) 

la  colonne  (ai  -f-  i)  sera  le  terme  (k  -f-  n)  de  la  colonne 
n  -j-  I  dans  le  tableau  n°  2. 

Or,  par  le  corollaire  5,  dans  le  tableau  n<*  2  le  terme 
(k-j-i)  de  la  colonne  (n  -f-  i)  a  pour  expression 

k       k — I       k  —  2  k — (72 — i) 

12  3  n 

et  si  dans  cette  expression,  à  (A-  +  1),  nous  substituons 
(/:  +  72) ,  le  terme  (k-j-n)  de  la  colonne  {n  -f- 1)  dans 
le  tableau  n°  2  aura  pour  expression 

k -^  n — 1       k-^n — 2       k-j-n — 3         k-^n  —  n 
I  2  3  n         ^ 

ou  changeant  dans  cette  expression  Tordre  des  termes 
du  numérateur, 

k       Â:-l-i        k  -^  9.  A--f-'i  —  1 

-  X  -— ^—  X  --—- -— ^- . 

120  n 

Cette  expression  du  terme  {k  -f-  n)  de  la  colonne 
(n-f-  i)  dans  le  tableau  n°  2,  est  donc  l'expression 
du  terme  k  de  la  colonne  (n-\-  1)  dans  le  tableau  n°  4, 
est  donc  (cor.  1 1)  l'expression  du  nombre  des  combi- 
naisons de  seconde  espèce  de  Fexposant  7i  dont  le 
nombre  de  lettres  k  est  susceptible. 

PROBLÈME  III. 

Déterminer  le  nombre  des  permutations  dans  une 
combinaison  de  seconde  espèce  composée  dhin  nombre 
de  lettres  k. 

Prenons  pour  exemple  la  combinaison  aaabcde.  En 
laissant  les  quatre  lettres  Z^jCjC^je,  aux  dernières  places 
et  dans  le  même  ordre,  si  les  trois  premières  étaient  des 
lettres  différentes ,  on  pourrait  les  permuter  de  six  ma- 


(  II  ) 

ûières,et  obtenir  six  permutations  oùleslettres&,c,é?^c, 
occuperaient  dans  le  même  ordre  les  dernières  places. 
Or  ces  six  permutations  se  re'duisent  à  une.  Il  en  se- 
rait de  même  pour  toutes  les  permutations  où  les  let- 
tres b,c,d,e,  seraient  disposées  dans  un  autre  ordre  et 
occuperaient  d'autres  places.  Donc  dans  cet  exemple 
le  nombre  des  permutations  sera  six  fois  plus  petit 
que  dans  une  combinaison  où  toutes  les  lettres  seraient 
différentes. 

Or  (prob.  i")  dans  une  combinaison  de  i"  espèce  , 
le  nombre  de  permutations  de  l'exposant  n  pour  un 
nombre  de  lettres  c  serait  c  X  {c  —  i) .  (c  —  2) . . . . 
(c — w  -f-  i).  Dans  l'application  à  l'exemple  ci-dessus, 
faisant  7i  =  c  et  cr=  7  le  nombre  des  permutations  sera 

7.6.5.4  3.2.1 

1.2.3. I. I . 1 . r 

Prenons  pour  second  exemple  la  combinaison .... 
aaabbde.  Les  deux  permutations  qu'ont  données  dans 
le  i"  exemple  les  deux  lettres  différentes  ^  et  c  à  la 
place  de  la  double  lettre  bb  se  réduiraient  à  une  seule. 
Ainsi  le   nombre  des  permutations  ne  sera  plus  que 

7.6.5.4.3.2. I 
I  .2.3.  1 .2. 1. 1* 

Généralement ,  dans  une  combinaison  de  seconde  es- 
pèce composée  d'un  nombre  c  de  lettres,  où  une 
même  lettre  se  présente  un  nombre  de  fois  p,  une 
autre  lettre  unnombre  de  fois  q,  et  dans  laquelle  toutes 
les  autres  lettres  seraient  différentes  et  au  nombre  de 
{c  — p  —  q),  le  nombre  des  permutations  aura  pour 
expression 

1.2.3..... c 

1,2 J>.1.2 ^.I.l.I.I.I.     I 
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dans  le  dénominateur,  le  nombre  des  facteurs  e'gaux  à 
à  Tunité  étant  (c  — p  —  q). 

LEMME    5.  -.,     .  ■;* 

Le  produit  de  (a  -j-  ^  +  c)  par  (a  -|-  ^  +  c)  est 

aa  -j-  ab  -\-  ac  '■}-  bc  -\^  bb  -^  ce 
ba      ca       cb 

Multipliant  ce  produit  par  (a  -|-  6  -f-  c)  on  a 

aaa'\'aab-\'aac-^abb-\-acc-^abc-\'bbb-\-bbc-{bcc^ccc 
aba     aca     bab     cac     bac  bcb     cbc 

baa     caa     bba     cca     bca  cbb     ccb 

cab 

cba 

acb 

Réunissant  les  termes  composés  des  mêmes  facteurs, 
le  1*'  de  ces  produits  se  réduit  à 

a^  -f  nab  -{-  Q.ac  +  ibc  +  Z>^  -f  c*; 

le  second  se  réduit  à 

a^+Za'b+Za^c+Zab^+Zac^+&abc-hb^+Zb''c+Zbc^-^c^, 

Tous  les  produits  qu'on  obtiendrait  de  cette  ma- 
nière seraient  les  différentes  puissances  du  polynôme 
(a  +  b-^-c). 


LEMME   6. 


Sans  aller  plus  loin  il  est  facile  d'apercevoir, 

1°.  Que,  dans  la  puissance,  la  somme  des  exposaus 

des  termes  de  la  racine  est  pour  chaque  terme  égale  à 

Vexposant  de  la  puissance  ; 


'n 
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a®.  Que  le  coefficient  d'un  ternnie  est  le  nombre  de 
permutations  de  seconde  espèce  de  Texposant  de  la 
puissance ,  que  donne  la  combinaison  des  termes  de  la 
racine  dont  ce  terme  se  compose;  quantité'  dont  nous 
venons  de  donner  l'expression  (prob.  3)  ; 

3°.  Que  le  nombre  des  termes  de  la  puissance  est 
e'gal  au  nombre  de  combinaisons  de  seconde  espèce 
du  même  exposant  que  la  puissance  dont  les  termes  de 
la  racine  sont  susceptibles  ;  quantité'  dont  nous  avons 
donne'  l'expression  (cor  12); 

4°.  Que  le  nombre  des  termes  de  la  racine  étant  c, 
et  chaque  terme  de  la  racine  étant  égal  à  l'unité,  cha-^ 
que  terme  de  la  puissance  se  réduirait  à  son  coefficient. 
Alors  n  étant  l'exposant  de  la  puissance ,  sa  valeur  se- 
rait c".  Donc  dans  la  puissance  n  d'un  polynôme  d'un 
nombre  de  termes  r,  la  somme  des  coefficiens  est  c"; 
c"  sera  aussi  l'expression  du  nombre  de  permutations 
de  seconde  espèce  de  l'exposant  n  pour  un  nombre  de 
lettres  c. 

COROLLAIRE    l3. 

Du  lemme  précédent  (nombre  2)  ,  il  suit  que  dans 
une  puissance  les  termes  qui  ont  les  mêmes  nombres 
pour  exposans,  ont  un  coefficient  commun. 

CORROLLAIRE    l^. 

Par  les  lemmes  5  et  6,  une  puissance  se  composant 
de  toutes  les  combinaisons  de  seconde  espèce  des  termes 
de  la  racine,  chacun  d'eux  se  présentera  un  nombre 
égal  de  fois  dans  le  développement  de  la  puissance. 

LEMME    7. 

Dans  un  des  termes  de  la  puissance  où  quelques- 


t 
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Uns  des  termes  de  la  racine  ne  se  présenteraient  pas^ 
on  peut  les  y  introduire  en  leur  donnant  zéro  pour 
exposant. 

Par  exemple  ^  la  racine  étant  (a-^b  -\-c-^d-{-e  -f-jT) 
dans  le  ternie  de  la  puissance  {a^bic^d) ,  où  ne  se  ren- 
contrent ni  le  terme  e ,  ni  le  terme  f  de  la  racine,  on 
les  y  introduira  en  mettant  ce  terme  sous  cette  forme 

LEMME   8. 

Après  avoir  mis  sous  cette  forme  tous  les  termes  de 
la  puissance,  prenons  celui  de  ces  termes  qui  présente 
la  combinaison  (aPb^c^d  e°J°). 

Par  le  lemme  5 ,  dans  le  produit  qui  est  l'expression 
de  la  puissance ,  chacun  des  exposanspj^'jT,  i  devant 
reposer  sur  chacun  des  termes  de  la  racine  ,  le  nombre 
des  termes  qui  dans  ce  produit  auront  pour  exposans 
jy,^,r,i  est  égal  au  nombre  de  permutations  dont  la 
combinaison  des  exposans  p,q ,ryi^o^o  est  suscepti- 
ble. Or,  comme  dans  cette  combinaison  un  des  expo- 
sans se  présente  deux  fois,  le  nombre  des  permuta- 
tions a  pour  expression 

6.5.4'3.2. I 

I  .  I  .  I .  I .  1.2* 

En  effet ,  prenons  |la  permutation  o , r^p ,o,i^q  et 
donnons-la  pour  exposant  aux  termes  de  la  racine,  il 
viendra  a^b^cPd°e  ff.  Or,  si  aucun  terme  du  produit 
n'offrait  cette  permutation ,  ce  produit  ne  serait  pas  la 
représentation  de  toutes  les  permutations  de  l'expo- 
sant n  des  termes  de  la  racine. 

COROLLAIRE    l5. 

De  ce  dernier  lemme  et  du  corollaireiS,  il  suit  que  si 
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l'on  multiplie  le  coefficient  d'un  terme  par  le  nombre  de 
permutations  dont  la  combinaison  de  ses  exposans  est 
susceptible,  ce  produit  sera  la  somme  des  coefficiens 
de  tous  les  termes  qui  ayant  les  mêmes  nombres  pour 
exposans ,  ont  aussi  un  commun  coefficient. 

Par  exemple,  aPb^c^d  e°f°  étant  un  terme  de  la  puis- 
sance ,  la  somme  des  coefficiens  des  terihes  qui  ont  les 
mêmes  exposans  a  pour  expression 

6.5.4.3.2.1X1.2.3 X(p-f-^+''+i 

1  .1 . 1 . 1 . 1 .2X1 .2.3. .  ./?Xi  .2. . .  .^Xi  .2. . .  .rXi 

COROLLAIRE    16. 

Si  Ton  opère  de  la  même  manière  sur  tous  les  ter- 
mes de  la  puissance  dont  les  exposans  se  composent 
d'autres  quantités,  on  obtiendra  une  représentation 
abrégée  de  la  puissance  d'un  polynôme. 

On  peut  à  cette  méthode  donner  le  nom  de  méthode 
des  doubles  coefficiens.  Pour  l'appliquer  il  reste  à  re- 
connaître toutes  les  combinaisons  de  seconde  espèce 
qui  se  composent  de  nombres  entiers  et  positifs  dont  la 
somme  soit  (lemme  6)  une  quantité  constante  égale  à 
l'exposant  de  la  puissance. 

PROBLÈME  IV. 

4  est  le  nombre  des  termes  de  la  racine,  7  Vexpo-^ 
sont  de  la  puissance  ;  on  demande  4  nombres  entiers 
et  positifs  qui  puissent  satisfaire  à  ces  conditions , 
qu'un  de  ces  nombres ,  la  somme  de  deux ,  de  trois,  de 
quatre  de  ces  nombres  égale  7 . 

Désignons  les  nombres  cherchés  parles  indéterminées 
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k,  m  yp ,  q ,  nous  aurons  ces  quatre  équations 

k=:'],  k-^m  =  'jf  Â:-f-m+j!?=7,  A- 4-772 +/>+ 5^=7 . 

La  première  de  ces  équations  ne  renfermant  qu'une 
seule  indéterminée,  n'est  susceptible  que  d'une  solution 

La  seconde  équation  ,  A'  -f  'w  =  7»  est  susceptible  de 
trois  solutions ,  en  donnant  au3^  indéterminées  k  et  m 
les  valeurs  suivantes  : 

ni:=iykz=6;     m  =  !î,kz=:z5;     jn=:3,k  =  ^. 

La  troisième  équation ,  k-j-m -\-p  =  'j'y  est  suscep- 
tible de  quatre  solutions,  en  donnant  aux  indétermi- 
nées  kyTnttp,  les  valeurs  suivantes  t 

m:=:  I  ,  J9r=  I  ,  ^=5  ;  772=2  ,  p=  I  ,  ^=4  ; 
m=z2 ,  p:=2.  y  k=3  ;  772=3  ,  p=  I  ,  ^=3 . 

La  quatrième  équation  ,  /:  -|-  77z  -f-^?  -f-  ^  =^  7,  est 
susceptible  de  trois  solutions,  en  donnant  aux  indéter- 
minées kyTTiyp  et  q,  les  valeurs  suivantes  : 

m=l,/?=l,  q=i,  k=^;m=2,p=iy  q~\y  ^=3; 
Tnz=ziyp:=uiyq=.i  ykzzni. 

On  substituera  ces  valeurs  de  ky  de  A:  -f-  772 ,  de 
k'\-m-^Py  de  k -^^  m -\-  p  -\-  q  dans  les  quantités 
^  +  o  +  o-{-o,  A:4-772-fo-fo,  k  -^m-^p-\-Oy 
yt-f-  772-f-p-h^;  ce  qui  donnera  toutes  les  combinai- 
Sons  d'exposans  dans  la  7*^  puissance  d'un  polynôme 
de  4  termes.  Il  ne  restera  plus  qu'à  prendre  le  nom- 
bre de  permutations  dans  chacune  de  ces  combinai- 
sons d'exposans,  et  à  le  multiplier  par  le  coefficient 
commun  à  tous  les  termes  qui  ont  ces  mêmes  exposans. 

Par  cette  méthode,  la  7*  puissance  d'un  polynôme 
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de  4  termes   se  réduit  à   lo  termes  au  lieu  de  120 , 
nombre  que  Ton  trouvera  en  faisant  dans  la  formule 
du  corollaire  12,  ^=4,  ^=7- 

Par  cette  méthode  la  i5'  puissance  d'une  racine  de 
6  termes  serait  réduite  à  1 1  o  termes  au  lieu  de  1 55o4. 

DEUXIÈME    PARTIE. 

applications. 

Une  urne  contient  plusieurs  boules  de  couleurs  diffé- 
rentes ;  en  tirant  une  boule  de  cette  urne ,  il  y  a  au- 
tant d'éventualités  que  de  couleurs  différentes. 

La  probabilité  de  Tune  de  ces  éventualités  a  pour 
expression  le  nombre  des  boules  de  sa  couleur  divisé 
par  le  nombre  des  boules  de  toutes  les  couleurs. 

Par  exemple,   si  Purne  contient  un  nombre  m   de 

boules  blanches,  un  nombre  n  de  boules  noires,  la 

probabilité  d'amener  une  boule  blanche  a  four  ex- 

m 
pression  ■: — ; — . 

Si  l'urne  ne  contient   que  des  boules  blanches,  la 
probabilité  d'amener  une  boule  blanche  se  change  en 
certitude.  Dans  l'expression  ci-dessus  de  la  probabilité 
nous  aurons  n==  o,  et  l'expression  de  la  probabilité  se 

réduira  à  —  =  1 .  Ainsi  la  certitude  a  pour  expression 

l'unité. 

THÉORÈME    l". 

Lorsqu'un  événement  tient  à  la  rencontre  successive 
ou  simultanée  de  plusieurs  éténemens  mutuellement 
indépendans,  M.  Moivre  a  remarqué  qu'il  suffit  d'exa- 
miner en  particulier  la  probabilité  de  chacun  de  ces 
événémens ,  de  déterminer  les  expressions  de  ces  pro- 
babilités,  et  de  les  multiplier  entre  elles 

2 
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*  Exemple.  On  demande  la  probabilité ,  en  jetant  le 
de'  six  fois ,  d'amener  un  as ,  un  deux ,  un  trois ,  un 
quatre,  un  cinq  et  un  six. 

Après  le  i"coup,  les  chances  du  second  coup  se  com- 
posent du  de'  qu'on  aura  amené  le  i"  coup,  et  de  cinq 
de's  différens  ;  ainsi  la  probabilité'  d'amener  en  deux 
coups  deux  des  différens  a  pour  expression  |. 

Le  3*  coup  ,  les  chances  se  composent  des  deux  dés 
amenés  les  deux  i"*  coups ,  et  de  4  autres.  Ainsi  la  pro- 
babilité d'amener  un  dé  différent  a  pour  expression  |. 

Les  coups  suivans ,  la  probabilité  d'amener  un  dé 
différent  aura  pour  expression  l,^,^. 

Multipliant  les  expressions  de  ces  probabilités  les  une» 

1  20 

par  les  autres ,  leur  produit  fxlxfxf  +  b  ^^ a* 

sera  l'expression  de  la  probabilité  dans  l'exemple 
proposé. 

Mais  cette  méthode  ne  pourrait  pas  s'appliquer  à 
tous  les  cas ,  comme  celui  où  l'on  serait  admis  à  jeter 
le  dé  sept  fois  ou  plus.  Il  faudrait  alors  avoir  recours 
à  une  autre  méthode ,  celle  des  combinaisons  et  des 
permutations. 

PROBLÈME  I". 

On  demande  la  probabilité  d" amener  as ,  2,3,4,5, 
et  6  avec  9  dés. 

Désignons  par  a,b,c,d,  e,  f,\es  six  faces  du  dé. 

Ce  problème  conduit  à  élever  à  la  9*  puissance  le 
polynôme  (a-\-b -j-c-^d^e-^f)  et  à  prendre  la 
somme  des  coefficièhs  de  ceux  des|termes  de  cette  puis- 
sance où  se  présententles  six  termes  de  la  racine. 

En  appliquant  la  méthode  des  doubles  coefficiens, 
il  suffira  de  résoudre  l'équation  aux  six  indéterminées 
;t-f-m-|-/?  +  ^-f-r-J-  ^  =  9;  or  elle  est  susceptible  de 
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trois  solutions  en  faisant  •" 

q=i,  r  =  i,^=i,  Â:=3;  m=2,p=;2,  5'=! , 
r=i ,  5=1  ,k=:2. 

Donnant  successivement  pour  exposans  aux  termes 
de  la  racine  les  valeurs  données  aux  six  inde'terminées 
dans  ces  trois  solutions,  on  prendra  le  nombre  des 
permutations  de  chacune  de  ces  combinaisons  d'expo- 
sans  ;  on  le  multipliera  par  le  coefficient  qui  serait 
commun  à  tous  les  termes  de  la  puissance  qui  ont  la 
même  combinaison  d'exposans  :  ce  qui  donnera 

û4i  c  d  e /"  6.5.4.3.3.1  X   i.a 9=    907Q0 

1.1.2.3.4-5        i.a.3.4. 1. 1. 1. 1. 1 

à^b'^c  d  e  f    6.5.4'3.2.i  x    1.2 9  =  907200 

1.1.1.2. 3. 4         1.2.3.1.2.1. i.i.i 

a*b^c*def   6.5.4.3.2. i  x    1.2 9  =  907200. 

1.2  3.1.2.3        1.2. 1 .2.1.2.1. 1. 1 

La  somme  de  ces  trois  produits  est  1906 120.  Elle 
est  l'expression  du  nombre  des  chances  favorables.  Le 
nombre  des  chances  tant  contraires  que  favorables  ,  a 
pour  expression  (lemme  6 ,  nombre  4)  la  9*  puissance 
de  6,  nombre  des  termes  delà  racine,  ou  10077696.  La 

probabilité' demande'e  a  donc  pour  expression— ^^ t^— 7;; 

^  *  10077090 

le  nombre  des  chances  contraires  sera  8172576  ;  il  n'y 

a  donc  à  parier  que  1905 120  contre  8172576,  ou  à  peu 

près  1 9  contre  82 ,  qu'avec  neuf  de's  on  amènera  as  , 

2,3,45^  et6.  ^ 

LEMME    ï". 

Dans  Tapplication  des  combinaisons  au  calcul  des 
probabilités ,  les  conditions  du  problème  peuvent  ren- 
dre nécessaires  plusieurs  considérations  dans  le  choix 

2. . 


A  * 

■.....:        ■«•    •  '^'■■'  V  ' 

■;.,^-  f  '■  '  ^  ,.  , 

'"■■'■„"  ■#  ^    ?■          *  ^■ 
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des  combinaisons  qui  satisfont  à  ces  conditions.  Noua 
allons  en  donner  un  exemple. 

PROBLÈME  TI. 

Une  urne  renferme  six  numéros.  On  tire  trois  nu- 
méros que  Von  remet  dans  Vurne.  On  demande  la  pro- 
babilité que  les  six  numéros  sortiront  en  trois  tirages. 

Trois  des 6  numéros  sortant  dans  lei"  tirage,  il  n'en 
reste  plus  que  trois  à  sortir  dans  les  deux  tirages 
subsëquens.  Désignons  les  numéros  sortis  au  i*'  tirage 
par  les  lettres  a,byC,  les  numéros  qui  restent  à  sortir, 
par  les  lettres  d,ey  f. 

i°.Le  même  numéro  ne  peut  sortir  que  deux  fois  en 
deux  tirages.  Ainsi  dans  une  combinaison  des  numéros 
sortis  au  2*  et  au  3*  tirage,  le  même  numéro  ne  peut 
se  présenter  que  deux  fois  ,  et  dans  cette  combinaison 
2  est  le  plus  grand  exposant  de  la  lettre  qui  représente 
un  numéro. 

2°.  Les  éventualités  favorables  étant  représentées 
par  les  lettres  d,  e,  y,  celles  contraires  par  les  lettres 
a,  b ,c,  on  ne  pourrait ,  sans  changer  une  éventualité 
favorable  en  une  contraire,  transporter  dans  une  com- 
binaison les  exposans  des  lettres  d^e,/,  sur  les  lettres 
«,  b,  c.  Il  faudra  donc  prendre  séparément  dans  les 
combinaisons  des  numéros  qui  peuvent  sortir  au  2* 
et  auS**  tirage>  les  permutations  que  donnent  les  expo- 
sans des  lettres  a, ^,c,  et  celles  que  donnent  les  exposans 
des  lettres  d^e^f.  Dans  ces  combinaisons  le  nombre 
des  permutations  sera  le  produit  de  ces  deux  nombres. 

En  se  renfermant  dans  ce  qui  vient  d'être  dit,  on 
composera  le  tableau  suivant  des  différentes  manières 
dont,  dans  les  deux  derniers  tirages,  les  éventualités 
favorables  d,e,f,  peuvent  se  combiner  entre  elles  et 
avec  les  éventualités  contraires  «,  b,  c. 


*  .  * 
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d*e»f'a^b''c^ 

3.3.1 

X  3.2. I 

i.a.3 

i.a.3 

d  e'J'a  l'>co 

3.3. I 

X  3.2.1 

I.  \,i 

1.1.2 

d  ef'a*b'>c<' 

3.2.1 

X  3.2.1 

1.3. I 

i.i.a 

def^abC"   3.2. i   X  3.2. t 

1.2.1  1.2.1 

d  e  f  a^bc^  3.2.1   X  3.2.1 

1.2.3  I. I.ï 

de  f  a  b  c   3.2.1   X  3.2.1 

1.2.3  1.2.3 


S'.  Les  six  lettres  dont  cesiKrombînaisons  se  compo- 
sent ,  se  partagent  entre  le  a*  et  le  3*  tirage  en  com- 
binaisons de  trois  lettres.  Dans  les  combinaisons  où 
une  lettre  a  2  pour  exposant ,  elle  prend  place  dans 
Tun  et  l'autre  tirage.  Ainsi  le  partage  dans  la  i"  com- 
binaison du  tableau  ne  peut  se  faire  que  d'une  ma- 
nière. 

Dans  la  t.*  et  la  3®  combinaison  du  tableau ,  où  se 
trouvent  deux  lettres  ayant  pour  exposant  2^,  ce 
partage  pourra  se  faire  de  deux  manières. 

Dans  les  4*  et  5*  combinaisons  il  ne  se  trouve 
qu'une  seule  lettre  ayant  2  pour  exposant.  Les  quatre 
autres  lettres  qui  dans  la  4* combinaison  sont  de  a  by 
avec  l'unité  pour  exposant,  sont  (cor.  5,  i  p.)  suscepti- 
bles de  ces  six  combinaisons  de  deux  lettres  ab^acy 
be^ad^bd^de-j  or,  en  attribuant  au  2'  tirage  la  combi- 
naison ab ,  ni  <z  ni  ^  n'entreront  dans  le  3*.  Il  ne 
restera  que  la  combinaison  de,  qu'on  puisse  placer 
dans  le  3*  tirage,  avec  la  lettre  double  prise  une  fois. 
Ainsi  ces  six  combinaisons  ne  peuvent  se  placer  dans  les 
deux  tirages  que  de  ces  trois  manières  ab  et  de,  ad  et 
be,  ae  et  bd.  Il  en  sera  de  même  pour  la  5*  combi- 
naison. 

Dans  la  6*  combinaison  du  tableau ,  où  toutçs  les 
lettres  ont  pour  exposant  l'unité ,  ces  six  lettres  sont 
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(cor.  5,1  p.^  susceptibles  de  vingt  combinaisons  de  l'ex- 
posant 3.  Mais ,  en  attribuant  au  2*  tirage  une  de  ces 
combinaisons  abc ,  ni  «  m  b  m.  c  n'entreront  dans 
le  3*  tirage  ;  reste  donc  seulement  la  combinaison  def 
à  y  placer.  Ces  vingt  combinaisons  ne  peuvent  ainsi  se 
placer  dans  les  deux  tirages  que  de  dix  manières. 

4°  Ce  partage  opère' ,  on  peut  attribuer,  soit  au  2', 
soit  au  3®  tirage ,  celle  qu'on  voudra  des  deux  combi- 
naisons de  trois  lettres  attribue'es  à  ces  deux  tirages. 

S'^  La  combinaison  d^trois  lettres  différentes  repré- 
sentant les  numéros  sortis  dans  un  tirage,  est  susceptible 

d'un  nombre  de  permutations  exprimé  par  -^ — *— .  Or 

chacune  des  permutations  attribuées  au  2*  tirage  peut  se 
combiner  avec  chacune  de  celles  attribuées  au  3".  Ainsi 
dans  les  deux  tirages  le  nombre  de  ces  permutations 

/3.2.1V 
aura  pour  expression  ( j  . 

Avec  ces  élémens  on  composera  le  tableau  suivant  : 
Tableau  n°  2. 


/r...3Y 
1.2.3        1.2.3  Vi.i.iy 


d^e^f^a^b'^c^'    3.2.1   X  3.2,1 X  /i.i.^'^ 

""  C:::D" 

de  f^abco    3.2.1    X   3.2.1    X  3     X   2     X  /^i.a.3y 

1.2.1         1.2.1  Viii/ 


de'f'a  b'>c'>     3.2.1   X  3.2.1   X   2      X 

I.I.2         1.1.2 

4  ef'a''  b^co      3.2.1    x   3.2.1   X    2 

1.2.1         1.2,1 


defa^bco     3.2.1    X   3.2.1    x    3  x   2     X    n.-i.5\* 
1.2.3        i.i.i  Vîiiy 

d  efa  b  c     3.2.1   X  3.2.1    Xio  X   2     X  ^i.î-3^ 
1.2.3  X   i.a.3 


C:::^)' 
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La  somme  de  tous  ces  produits  est  4792-  Cette 
somme  est  l'expression  du  nombre  des  chances  favo- 
rables. D'un  autre  côté,  dans  chaque  tirage  le  nombre 
des  chances  a  (théor.  i".)  pour  expression  6x5x4» 
et  dans  deux  tirages  (6x5x4)*=  i44°^-  ^^  proba- 
bilité demandée  a  donc  pour  expression    —fr—  ;     ^^ 

nombre  des  chances  contraires  sera  g6o8  ;  il  n'y  a  donc 
à  parier  que  479^  contre  9608 ,  à  très  jieu  près  i  con- 
ti-e  2  ,  que  les  six  numéros  sortiront  en  trois  tirages. 

PROBLÈME  ni. 

On  a  pour  soi  le  nombre  de  chances  a,  contre  soi  le 
nombre  de  chances  by  on  demande  en  quel  nombre  de 
parties  la  probabilité  d'en  gagner  au  moins  une,  se- 
rait égale  à  — . 

Soit  n  ce  nombre  de  parties.  La  probabilité  de 
les      gagner      toutes     aurait      (    théorème    i*'  ,    ) 

a^ 
pour  expression  7-— v— tt^»  Celle  de  les  perdre  toutes , 

b" 
r—j-jT^'  Par    conséquent,  celle  d'en  gagner    une  au 

moms  a  pour  expression  — 7~~ri^â — *  ^^  dans  le  pro- 
blème proposé ,  nous  aurons  l'équation 

— -!—r-i =  -    OU  C^-f-  6)"  =  2Ô",  dans  laquelle  n 

est  l'inconnue. 

Opérant  par  logarithmes,  il  vient 
iilog(a  +^)  =log2-|-nlog^  et 71= 

log(a-h^)— log^* 


t'Par  exemple,  si  Ton  demandait  en  combien  de  coups 
on  peut  parier  amener  un  sonnet  avec  deux  dés ,  on 
aurait 

log36~los35       0,012234-^^* 

THÉORÈME    2. 

Les  diffërens  résultats,  perte  ou  gain,  d'un  nombre  n 
de  parties  et  la  probabilité  de  chacun  ,  seraient  repré- 
sentés (1.  5  et  6,  I  p.)  par  les  termes  de  la  puissance  n 
du  binôme  {a^b). 

Si  nous  faisons  n=  10,  cette  suite  de  termes  sera 

«'*'+  i0û9Ô  4. 45^8 /î>=  4- 120^7^,3  _^  zioa^b^  +  QSza^b^ 
+  2ioa^b^-^  i2oa^b7^^5a^lf^'j'  1  oab^-\-b"*. 

(Par  le  lemme  6,  n.  4)  le  nombre  de  permutations  de 
l'exposant  10,  dont  les  deux  lettres  a  et  b  sont  suscep- 
tibles ,  a  pour  expression  2^"=  1024.  Ainsi  en  dix  par- 
ties le  nombre  des  éventualités  serait  1024. 

COROLLAIRE    l®^ 

Les  résultats  en  perte  et  gain  de  10  parties  donnent  1 1 
combinaisons.  Ces  11  combinaisons  donneront  1024 
permutations.  Chaque  permutation  comprend  10  par- 
ties. Tous  les  résultats  possibles  présentent  donc  un 
ensemble  de  10240  parties  perte  ou  gain. 

COROLLAIRE    2.  * 

Supposons  donc  1024  personnes  dont  chacune  aura 
joué  10  parties  contre  des  tiers.  Suivant  les  probabi- 
lités, une  de  ces  1024  personnes  se  trouvera  avoir  ga- 
gné les  10  parties  qu'elle  a  jouées,  une  autre  se  trou- 
vera les  avoir  perdues  ;  i  o  personnes  se  trouveront  en 
,     avoir  gagné  neuf  et  perdu  une  j  i  o  autres  se  trouveront 


X  *•   ,.    .  T'-  •.<■»••'., 
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n'en  avoir  gagné  que  une  et  perdu  neuf.  Ainsi,  par  le  seul 
effet  du  hasard,  il  doit  y  avoir  une  extrême  inégalité 
dans  le  sort  des  personnes  qui  ont  couru  les  mêmes 
chances. 

THÉORÈME   3. 

Bien  qu'un  événement  soit  arrivé  une  ou  plusieurs 
fois ,  il  conserve  autant  de  probabilité  dans  le  futur 
contingent ,  que  tout  autre  événement  qui ,  avec  une 
égale  probabilité  primitive ,  ne  s'est  pas  encore  pré- 
senté. 

On  suppose  d'abord  qu'il  n'y  a  aucune  raison  physi- 
que ,  et  Ton  ne  saurait  alléguer  aucune  raison  mathé- 
matique ,  pour  laquelle  le  passé  influerait  ici  sur  l'a- 
venir ;  cependant  cette  proposition  ayant  été  contestée 
par  des  géomètres,  notamment  par  d'Alembert  et 
Condorcet,  nous  allons  en  donner  une  démonstra- 
tion déduite  des  deux  corollaires  précédens. 

Sur  1024  personnes  qui  ont  joué  chacune  10  par- 
ties ,  il  doit  s'en  trouver  une  qui  aura  gagné  les  i  o 
parties  ;  il  doit  se  trouver  i  o  personnes  qui  en  au- 
ront gagné  neuf  et  perdu  une.  Or,  dans  la  combinai- 
son qui  se  compose  du  gain  de  ,9  parties  et  de  la 
perte  de  une  partie,  il  y  a  10  permutations  dont  une 
se  compose  du  gain  des  9  i'^*'  parties  et  de  la  perte 
de  la  10*.  Dans  les  autres  permutations,  la  partie 
perdue  étant  placée  dans  les  91'",  lorsqu'on  est  arrivé 
à  la  10*,  on  n'avait  déjà  plus  la  chance  de  gagner 
toutes  les  10  parties.  Ainsi  à  la  dernière  des  10  par- 
ties ,  il  ne  s'est  plus  trouvé  au  jeu  qu'une  seule  per- 
sonne sur  1024,  qui  fût  en  position  de  disputer  là 
chance  de  gagner  toutes  les  parties  à  celui  qui,  en 
définitive,  l'a  obtenue;  or  tout  était  égal  entre  ces  deux 
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personnes.  Elles  avaient  donc  à  la  lo'  partie  la  même 
chance  qu'à  une  i"  partie. 

THÉORÈME  4- 

La  probabilité  d'un  e'vénement  a  pour  expression  le 
nombre  des  chances  favorables,  divisé  par  le  nombre 
des  chances  de  tous  les  événemens  possibles. 

Ce  principe  est  la  base  de  toute  la  théorie  des  pro- 
babilités ,  nous  allons  nous  y  arrêter. 

Huyghens  avait  proposé  ce  problème.  A  et  B  jouent 
en  deux  points.  A  gagne  le  i"  point.  Dans  cette  posi- 
tion déterminer  la  probabilité. 

Fermât  avait  donné  cette  solution  :  Le  gain  de 
la  partie  sera  nécessairement  décidé  en  deux  coups.  Les 
points  gagnés  par  A  et  B  étant  désignés  par  a  et  b,  les 
résultats  de  deux  coups  sont  représentés  par  les  per- 
mutations aa,  ab  ,bay  bb.  Or  de  ces  quatre  résultats 
trois  donnent  à  A  le  gain  de  la  partie ,  un  seul  le 
donne  à  B.  Les  nombres  des  chances  de  A  et  de  B  sont 
donc  dans  le  rapport  de  3  à  i ,  et  les  probabilités  en 
faveur    de   l'un   et   de    l'autre    ont   pour    expression 

Pascal  écrivit  à  Fermât  que  Roberval  n'admet- 
tait pas  sa  solution.  «  Si ,  disait-il ,  on  joue  en 
deux  points;  et  que  l'un  des  joueurs  ait  un  point, 
c'est  à  tort  que  l'on  suppose  qu'il  y  a  encore  deux 
coups  à  jouer  pour  décider  la  partie,  le  gain  pouvant 
en  être  acquis  à  celui  qui  a  le  point ,  s'il  gagne  ce  coup. 
Ainsi  la  condition  de  jouer  encore  deux  coups  est  une 
condition  feinte ,  puisque  la  condition  naturelle  du 
jeu,  est  qu'on  ne  jouera  plus  dès  que  l'un  des  joueurs 
aura  gagné.»  Voici  la  réponse  à  cette  objection. 


^t      "      - 
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Supposons  qu'on  joue  avec  des  de's  ayant  trois  fa- 
ces blanches  et  trois  noires.  S'il  vient  deux  faces  blan- 
ches avant  deux  faces  noires ,  le  gain  de  la  partie  est 
acquis  à  A.  Le  1"  coup,  il  est  venu  face  blanche.  Dès  le 
2*  coup,  A  peut  gagnerla  partie  s'il  vient  faceblanche» 
Dans  le  cas  contraire,  par  le  résultat  du  3^  coup,  ou  il 
la  gagnera  ou  il  la  perdra.  Mais  si  après  le  1"  coup ,  au 
lieu  de  jeter  le  de'  une  fois,  et  deux  fois  s'il  y  a  lieu, 
les  joueurs  faisaient  la  convention  de  jeter  deux  dés  à 
la  fois ,  cette  convention  ne  donnerait  ni  n'ôterait  de 
chances  à  l'un  ni  à  l'autre.  Or,  avec  deux  dés,  il  peut 
venir  ou  deux  blanches,  ou  deux  noires,  ou  une 
blanche  et  une  noire  ;  mais  cette  dernière  éventualité 
peut  se  rencontrer  de  deux  manières  :  le  dé  blanc  au- 
rait pu  être  noir,  et  le  dé  noir  blanc.  Le  coup  joué 
avec  deux  dés  est  donc  susceptible  de  quatre  résultats 
dont  trois  feront  gagner  A,  <tt  dont  un  seul  le  fera 
perdre.  Roberval  ne  considérait  dans  sa  solution  que 
les  combinaisons,  et  la  solution  du  problème  dépend 
des  permutations. 

D'Alembert  et  Condorcet  ont  reproduit  à  peu  près 
la  même  objection  en  ces  termes  : 

«  Au  jeu  de  croix  ou  pile ,  on  parie  amener  une  fois 
croix  en  deux  coups.  Or  il  n'y  a  que  trois  combinaisons, 
savoir,  croix ,  pile  et  croix,  pile  et  pile  ;  il  n'y  a  donc  à 
parier  que  deux  contre  un ,  au  lieu  de  trois  contre  un. 

«  Que  l'on  jette  les  deux  écus  en  même  temps;  les 
écus  tombés  à  terre,  le  1^'  qu'on  ramassera  peut 
être  croix  ,  le  2"  qu'on  ramassera  peut  l'être  aussi  ;  ou 
le  i^'  peut  être  croix  et  le  2*  pile,  ou  le  1"  peut  être 
pile  et  le  2^  croix  ,  ou  le  i^'  et  le  2"  peuvent  être  pile. 
L'objection  pèche  donc  par  un  dénombrement  impar- 
fait. » 

Voici  un  autre  exemple  d'un  dénombrement  impar^ 
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fait.  Dans  son  Traité  des  Probabilités,  Laplace  trouve 
qu'à  pair  ou  non  il  y  a  plus  de  chances  à  opter  pour 
non.  Il  dit: 

«  I  est  nombre  impair,  1 ,  nombre  pair  ;  ensuite 
vient  •  3  nombre  impair ,  4  »  nombre  pair  ;  ainsi  les 
trois  nombres  t  ,  2  et  3  donnent  une  chance  de  plus 
pour  impair  que  pour  pair.  Les  quatre  nombres  i , 
2,  3  et  4,  ne  donnent  qu'un  nombre  e'gal  de  chances 
pour  pair  et  pour  impair.  Pour  des  nombres  plus 
grands ,  on  aura  alternativement  une  chance  de  plus 
pour  impair,  un  nombre  égal  de  chances  pour  pair.  » 
De  là  il  conclut  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  opter  pour 
non. 

Cela  n'est  pas. 

Qu'on  prenne  une  pile  de  jetons,  que  l'on  en  fasse 
deux  parts  et  que  l'on  présente  une  d'elles  à  l'option. 
Le  nombre  des  jetons  lie  la  pile  peut  être  indifFérem- 
ment  pair,  ou  impair.  Le  nombre  des  jetons  de  la  pile 
étant  un  nombre  pair,  si  dans  l'une  des  parts  le  nom- 
bre de  jetons  est  pair,  dans  l'autre  part  il  sera  aussi 
un  nombre  pair.  Ainsi ,  en  présentant  l'une  des  parts 
à  l'option,  il  y  a  deux  chances  pour  que  dans  l'une 
et  dans  l'autre  le  nombre  de  jetons  soit  pair,  comme 
il  y  a  également  deux  chances  pour  qu'il  soit  impair. 
Le  nombre  de  jetons  de  la  pile  étant  impair,  si  dans 
l'une  des  parts  le  nombre  de  jetons  est  pair,  dans  l'autre 
part  il  sera  impair.  Ainsi,  en  présentant  à  l'option  une 
de  ces  parts,  on  a  une  chance  pour  que  le  nombre  de 
jetons  s'y  trouve  pair,  comme  on  a  également  une 
chance  pour  que  le  nombre  de  jetons  s'y  trouve  im- 
pair. 

Ainsi ,  que  le  nombre  de  jetons  de  la  pile  soit  pair 
ou  impair,  il  y  a  trois  chances  pour  que  dans  la 
part  qu'on  présente  à  l'option,  le  nombre  de  jetons 
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soit  pair,  et  trois  chances  pour  qu'il  soit  impair.  On 
a  donc  à  pair  ou  non  ,  un  nombre  de  chances  e'gal  en 
optant  soit  pour  pair,  soit  pour  non. 


COROLLAIRE. 

Entre  deux  joueurs,  la  somme  de^ probabilite's  en 
faveur  de  l'un  et  de  l'autre  a  pour* expression  l'u- 
nité. Si  en  faveur  de  l'un  d'eux  la  probabilité'  a  pour 
expression  x ,  la  probabilité'  en  faveur  de  son  adver- 
saire aura  pour  expression  i  — x. 

LEMME    2. 

Si  les  e'ventualite's  qui  font  gagner  l'un  sont  indé- 
pendantes de  celles  qui  font  gagner  l'autre,  par 
exemple  :  si  au  wisk  on  convenait  qu'un  côté  ne 
marquera  que  les  points  gagnés  par  les  honneurs ,  et 
l'autre  côté  ceux  gagnés  par  les  tries,  le  corollaire 
précédent  n'aurait  pas  d'application.  Dans  ce  cas,  on 
déterminerait  séparément  l'expression  de  la  probabi- 
lité pour  un  côté  et  pour  l'autre.  Qu'elle  soit  pour 

..m  ^,  n  ,,   .     . 

lun  — ,  pour  1  autre-,  on    redmrait  ces   expressions 

au  même  dénominateur  — ^ ,    —  :  le  nombre  des  chan- 

ces  pour  l'un  sera  mq^  pour  l'autre  sera  np^  et  les 
probabilités  seront  dans  le  rapport  de  mq  à  np. 

Exemple.  A  et  B  sont  appelés  au  recrutement  dans 
deux  arrondissemens  difFérens.  Dans  celui  où  tire  A,  on 
demande  2  hommes  sur  7  ;  dans  celui  où  tire  B ,  on 
demande  3  hommes  sur  1 1  :  dans  quel  rapport  sont  les 
chances  de  A  et  de  B  pour  être  libérés? 


(  3o  ) 
Nous  ferons   m  =  •j  — 2  ou  5 ,  n  =  1 1  —  3  ou  8 , 
pz=z^,  qzs.ii'j\e  rapport  de  mq  à  np  sera  celui  de 
5  X  1 1,  à  8  X  7  ou  de  55  à  56.  ^ 

THÉORÈME    5. 

Une  urne  renferme  une  boule  noire  et  un  nombre 
de  boules  blancÇes  {n — i).  Un  nombres  de  personnes 
étant  appelé'  à  tirer  successivement  une  boule,  la 
chance  sera  égak  pour  tous. 

Pour  celui  qui  tire  le  1"  (par  le  the'or.  4)>  la  chance 

I 
n 


d'amener  la  noire  a   pour  expression  -. 

A  regard  de  celui  qui  ne  tire  qu'après  un  nombre  p 
de  personnes ,  le  concours  de  deux  éventualités  est 
nécessaire  pour  qu'il  amène  la  noire. 

1°.  Que  ceux  qui  ont  tiré  avant  lui  rr'aient  amené 
que  des  blanches,  éventualité  qui  (théor.  i".)  a  pour 
expression  de  sa  probabilité 

n  —  i        n — .2        n  —  3  n  —  p 

X X ,    ^     ,. 

n  n — I        n  —  2  n — {p — 1) 

Le  produit  de  tous  ces  facteurs  se  réduit  à 


(^^)- 


2°.  Lorsqu'il  tire  ,  le  nombre  de  boules  restant  dans 
l'urne  est  {n — p).  Sur  ce  nombre  l'éventualité  d'à- 
mener  la  noire   a   (théor.   4)  pour  expression  de  sa 

probabilité . 

Or  (théor.   ^^^)  la  probs^bilité  du  concours  de  ces 


m 
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deux   éventualités  a  pour  expression 


n  — p  1       I 

n  rt'—'p  "~  n 


Donc  celui  qui  tire  après  un  nombre  de  personnes  p, 
ne  court  que  la  même  chance  que  celui  qui  tire  le 
premier. 


COROLLAIRE    1  *^ 

On  a  désigné  une  carte  dans  un  jeu  ;  plusieurs  per- 
sonnes en  tirent  une  successivement;  pour  que  la 
chance  soit  égale  entre  elles,  il  faut  que  le  nombre 
des  personnes  qui  tirent,  soit  un  diviseur  exact  du 
nombre  des  cartes  du  jeu. 

COROLLAIRE    2. 

Au  jeu  de  piquet  on  estime  que,  dans  un  coup,  celui 
qui  a  la  main  doit  faire  28  points  ;  que  celui  qui 
donne  doit  faire  10  points.  Ces  évaluations  n'ont  pu 
être  faites  qu'à  posteriori  comme  nous  le  verrons 
plus  loin.  Supposons-les  fondées  sur  un  assez  grand 
nombre  d'observations  pour  les  croire  exactes  et  les 
prendre  pour  base  d'un  calcul. 

Dans  la  partie  de  piquet  qui  se  joue  en  100  points  , 
celui  qui  a  la  main  en  commençant ,  doit  faire  le 
1*^  coup  28  points,  le  2*  10  ,  le  3'  28,  le  4*^  10,  le 
5*  28  :  en  cinq  coups  io4  points.  Ainsi  cinq  coups 
doivent  lui  suffire  pour  arriver  à  100  points  et  ga- 
gner. 

Celui  quia  ^onnc  ,  fera  le  i"  coup  10  points,  le 
2*  28  ,  le  3*  10  ,  le  4*  28 ,  le  5*  10  :  en  cinq  coups  86 
points.  Ainsi  cinq  coups  ne  lui  suffiront  pas  pour  ar- 
river à  100  points  et  gagner. 


%^  ^      '  (    32    ) 


*  Pour  rendre  la  partie  égale ,  il  conviendrait  de  la 
mettre   en    ii4  points.    Celui   qui  aura    la  main  en 

commençant ,    devra  faire  en    six   coups 

28  _[_  I  o  -j-  28  4"  I  o  +  28  +  I G  ou   114  points.   Celui 

qui  donnera,  devra  faire  dans  ces  six  coups 

10  +  28 -|-  10 -f- 28 -|-  10 -|- 28  ou  114  points.  Six 
coups  étant  nécessaires  à  Tun  comme  à  Tautre  pour 
arriver  à  1 14  points  et  gagner,  la  chance  serait  égale 
pour  Tun  et  pour  l'autre. 

PROBLÈME  IV. 

A  a  devant  lui  le  nombre  g  de  jetons,  B  le  nombre  h; 
à  un  jeu  égal ,  celui  qui  perd  le  coup  donne  à  son 
adversaire  un  des  jetons  qu'il  a  devant  lui  :  la  partie 
ne  se  termine  que  lorsqu'il  ne  reste  plus  de  jetons  à 
Vun  des  joueurs.  Déterminer  la  probabilité  en  faveur 
de  A  et  en  faveur  B. 

Selon  que  la  somme  des  jetons  que  A  et  B  ont  de- 
vant eux  sera  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair, 
il  ^  aura  dans  la  solution  de  ce  problème  une  variante. 
Nous  avons  ainsi  deux  cas  :  lei",  celui  ou  ^+^=2772; 
le  2*,  celui  ou  g'  +  A  =  nm  -f-i. 

i*"  CAS  :  dans  les  différentes  phases  de  la  partie,  A 
peut  avoir  devant  lui  les  nombres  de  jetons 

2m 1  ,2m 2,2777.— 3.  ....  .2777-(772-l)  ,2772-772  OU  772. 

Dans  ces  différentes  positions  de  la  partie,  désignons 
les  probabilités  en  faveur  de  A  par 

*    I 
P^   ^y   r J^    -' 

'  Dans  ces  mêmes  positions  de  la  partie,  les  probabi- 
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îités  en  faveurdeB  auraient  pour  expression  (th.  4,  cor.) 

I— /^>    I— y»    i—^ i—jr,    ^. 

Dans  la  position  de  la  partie  où  A  a  devant  lui  le 
nombre  (2m — i)  de  jetons ,  réventualité  de  gagner 
le  coup  qui  se  joue,  lui  donne  le  gain  de  la  partie; 
Te'ventualite' de  le  perdre,  le  place  dans  la  position 
où  il  a  devant  lui  le  nombre  de  jetons  (im  —  2)  et  où 
la  probabilité'  en  sa  faveur  a  q  pour  expression  ;  ce  qui 
donne     /?  =  ^  +  ^q. 

Dans  la  position  de  la  partie  où  il  a  devant  lui  le 
nombre  (2m  —  2)  de  jetons,  réventualité  de  gagner  \r. 
coup  qui  se  joue,  le  place  dans  la  position  où  il  a  devant 
lui  le  nombre  de  jetons  (2m — i)  et  où  la  probabilité  en 
sa  faveur  ap pour  expression  ;  Téventualité  de  le  perdre, 
le  place  dans  la  position  où  il  a  devant  lui  (2m — 3)  dt: 
jetons,  et  où  la  probabilité  eu  sa  faveur  a  rpour  ex- 
pression ,  ce  qui  donne     qz=z  ^  p  -^  ^  r. 

Par  la  même  analogie ,  on  aura  successivement  de 
nouvelles  équations.  Application  : 

Le  nombre  de  jetons  sur  jeu  est  10,  ou  g'-f-  ^=10, 

2W2  =  IO,    2.171 1=9,     2m 2=8,     2/72 3=7, 

2m  —  (m —  i)  =  6,  2m  —  m  =  5,  et  nous  aurons  ces 
4  équations  qui  renferment  4  inconnues    pyq,retj: 

jr  =  îr4-^,     desquelles    on    tire     p  =  ^,  y  =  7%» 
r  —  -L. ^  y—;  -^  '^  expressions  de  la  probabilité  pour  A. 
Dans  ces  mêmes  positions  les  probabilités  pour  B  au- 
ront pour  expression     YS,   -YSi   T^>   TC- 

2*  CAS.  ^+/l=  2W4-I. 

A  pourrait  avoir  devant  lui  les  nombres  de  jetons 

2m , 2m  -—  1 ,2m  —  2 , 2m  —  (m —  i) ,  2m  —  m. 

3 


m 
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Dans  ces  différentes^  positions  ,  désignons  les  p;robabi- 
lités  en  sa  faveur  par 

Py  ^»  ^ r,  I  —  jr- 

Les  probabilités  en  faveur  de  B  auraient  p  our  ex- 
pression 

ï— /^»    »  — *?»    ï— '' i—J-yJ-y 

et  nous  aurons  comme  ci-dessus  une  suite  d'équations 

/^  =  i4-îg',  ^  =  ^P  +  ir 

Application  : 

^  +  ^  =  9,   2m~S,   2m  — 1  =  7, 
zm  —  2=^6,   2m -r- (  772  —  i)  =  5,   2m ^ — m  =  4- 

Nous  aurons  ces  quatre  équa|ions  qui  renferment 
quatre  inconnues  /> ,  ^^ ,  r,j*  ; 

desquelles    on  tire    />  =  !,    ^  =  ^>     ''=|>     J'=  9» 

expressions  de  la  probabilité  pour  A,  dans  ces  diffé- 
rentes positions  de  la  partie. 

Dans  ces  mêmes  positions  de  îa  partie ,  les  probabi- 
lités pour  B  auront  pour  expression  ^,    9,    ly    5. 

COROLIJ^IRE. 

Si,  en  commençant  la  partie,  A  avait  devant  lui 
sept  jetons,  et  que  B  n'en  eût  que  3,  les  probabilités 
pour  A  et  pour  B,  de  finir  par  avoir  tous  les  jetons , 
seraient  dans  le  rapport  de  7  à  3.  D'où  il  suit  que  si 
deux  personnes  dont  les  fortunes  sont  très  inégales, 
jouaient  jusqu'à  ce  que  l'une  d'elles  eût  ruiné  l'autre, 
les  probabilités  de  leur  ruine  seraient  dans  le  rapport 
inverse  de  leurs  fortunes. 
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PROBLÈME  V. 

Ce  problème,  que  l'on  nomme  le  problème  de  Pc- 
tersbourg,  parce  qu*il  a  été  traité  par  Daniel  Ber- 
nouilli,  dans  les  Mémoires  de  Pélersbourg ,  tome  5  , 
est  devenu  célèbre  par  sa  singularité  et  son  résultat 
paradoxal  {a). 

Au  jeu  de  croix  ou  pile,  Jean  s'oblige  à  payer  à 
Pierre  un  écu ,  s'il  amené  croix  au  i"  coup  ^  deux 
écuSy  s'il  ne  famene  qiUau  second  ;  quatre  ^  s'il  ne  Ta- 
mené  qu'au  3*,  et  ainsi  de  suite.  On  demande  quelle 
doit  être  la  mise  au  jeu  de  Pierre. 

A  chaque  coup,  Pierre  a  Une  éventualité  sur  deux 
pour  amener  croix.  La  probabilité  de  l'amener  le 
i'*"  coup  est^,  le  2*'  coup  |Xi  (théor.  i"),  le  3* 
*  X  ^  X  -;,  le  4%^  X  iX^X  j,  etc.;  ou  i,i,i,^,etc. 
Or  Jean  aurait  à  payer  à  Pierre  au  i*'"  coup  un  écu  , 
au  2*  deux,  au  3*  quatre,  au  4* huit,  etc.  Ainsi,  dans 
ces  différentes  alternatives,  Texpectative  de  Pierre 
aurait  pour  expression  ^X  i  »iX2,4  X  4»  77  X  8,  etc. 
Ainsi,  sa  mise  devant  être  égale  au  montant  de  ses 
expectatives,    serait    exprimée   par   la     suite    infinie 

— f f- 1 — ,  etc.,  dont  la  somme  serait  un  nombre 

2222 

infini  d'écus. 

Nicolas  et  Daniel  Bernouilli,  Cramer,  Fontaine, 
Béj>uelin,  d'Alembert,  ont,  dans  des  considérations  ti- 
rées d'un  ordre  moral  et  économique ,  cbercbé  des 
raisons  pour  réduire  la  mise  de  Pierre  à  3  ou  4  écus  ; 
mais  si, sans  recourir  à  toutes  ces  inductions,  ils  eussent 
embrassé,  dans  leur  solution,  avec  la  mise  de  Pierre  la 
somme  qu'éventuellement  Jean  aurait  eue  à  lui  payer, 


(a)  Histoire  des  Mathématiques ,  de  Monlacla,  t.  3»,  p.  400, 
nomb.  40  • 

3.. 
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ils  eussent  rencontré  une  limite  aussi  étroite  de  la  mise 
de  Pierre. 

Parles  conventions  du  jeu,  si  Pierre  amenait  croix 
dès  le  i"  coup ,  il  aurait  à  recevoir  de  Jean  un  écu  , 
et  à  lui  payer  le  nombre  infini  d'écus  ^  n. 

Mais  si  Pierre  n*amenait  croix  qu'après  un  nombre 
de  coups  infini,  Jean  aurait  à  lui  payer  un  nombre 
d'écus  exprimé  par  le  dernier  terme  de  la  progression 
géométrique,  dans  laquelle  le  i*'  terme  est  l'unité  ,  2 
la  raison,  n  le  nombre  des  termes.  Le  dernier  terme 
de  cette  progression  aurait  pour  expression  2""'  qui  se 
réduit  à  2",  lorsque  n  est  une  quantité  infinie.  Sur  cette 
valeur,  Jean  ayant  à  imputer  la  mise  de  Pierre  ^  «,  aurait 
à  lui  payer  un  nombre  d'écus  exprimé  par  2" — |  n. 
'  Or,  la  quantité  2"  peut  être  mise  sous  la  forme 
(i-f-i)"*  L'exposant  n  de  la  puissance  de  ce  binôme 
étant  une  quantité  infinie,  cette  puissance  aurait  un 
nombre  de  termes  infini  et  pour  expression 

n       n"  n^  n^  '  n 

I      1 .2       i.2.i       1 .2.3.4  I 

Dans  cette  puissance,  la  somme  des  deux  i"'  termes 
serait  une  quantité  infinie  ;  la  somme  des  trois  i"^  termes 
une  quantité  infinie  du  2*^  ordre;  et  la  somme  de  tous 
les  termes,  où  le  nombre  d'écus  que  Jean  aurait  à  payer 
à  Pierre,  serait  une  quantité  infinie  d'un  ordre  infini. 

Le  problème  pris  dans  toute  l'étendue  de  son 
énoncé  nous  jette  donc  dans  des  espaces  imaginaires 
et  n'est  point  susceptible  de  solution. 

Une  condition  indispensable  de  toute  convention  est 
cju'elle  puisse  avoir  son  exécution.  Ainsi  la  mise  de 
Pierre  ne  peut  être  que  le  prix  des  expectatives  dont  les 
facultés  de  Jeanlui  permettraient  de  réaliser  les  valeurs . 
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Cela  posé,  si  nous  faisons  «  =  20  ,  ce  qui  réduirait 
à  dix  écus  la  mise  de  Pierre ,  Pierre  n'amenant  croix 
que  le  vingtième  coup ,  Jean  aurait  à  lui  payer  un 
nombre  d'écus exprimé  par  2'9  — 10 ,  ou  624278  écus. 
Une  condition  préalable  pour  que  la  mise  de  Pierre  fût 
portée  à  10  écus,  serait  donc  que  Jean  fût  possesseur 
de  la  somme  de  524278  écus. 

Une  seconde  condition  serait  que  Jean  voulût  s'ex- 
poser à  réduire  à  rien  une  fortune  de  624278  écus, 
par  l'appât  de  l'augmenter  de  la  somme  insignifiante 
de  dix  écus. 

Alors  la  mise  de  Pierre  qui  se  trouvait  déjà  réduite 
à  lo  écus,  devrait  encore  être  réduite  jusqu'au  point 
où  la  somme  que  Jean  exposerait,  serait  dans  sa  for- 
tune aussi  insignifiante  que  la  somme  qu'il  recevrait. 
De  manière  que  pour  porter  à  5  écus  la  mise  de  Pierre, 
il  faudrait  que  la  perte  de  5i2  écus  fût  une  chose 
aussi  indifférente  pour  Jean  que  le  gain  de  5  écus. 

PROBLÈME  VI. 

Dans  une  partie  en  ^points  entre  deux  joueurs ,  dé^ 
terminer  les  probabilités  dans  les  différentes  positions 
ou.  les  joueurs  peuvent  se  trouver^  dans  le  cours  de  la 
partie,  après  un  ou  plusieurs  coups, 

1°.  En  commençant  la  partie  où  à  égalité  de  points 
les  chances  sont  égales ,  la  probabilité  a  pour  ex- 
pression \, 

2°.  Le  I*'  coup  joué  et  gagné  par  B ,  la  partie  se 
terminera  nécessairement  en  6  coups ,  dont  les  résul- 
tats sont  représentés  par  a^-\-Çia^b-]-iSa^b'^'^ioa^b^ 
'^-iSà'b^-^&ab^-^b^  ;  «t  lemme  6,  le  nombre  de 
ces  résultats  a  pour  expression  2^  ou  64.  Or,  par  les 
résultats  ^^,  6a^^,  i5a''b^y  et  de  plus  par  les  résultats 
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zoab^,  à  cause  du  point  déjà  [jajjnc  par  B  ,  le  gain  de 
la  partie  lui  est  acquis.   Ainsi  le  nombre  des  chances 
en  sa  faveur  est  ^2.  et  la  probabilité  ^. 

Par  le  ihéorème  4,  corollaire,  la  probabilité  pour  A 


sera  ^ 


3°.  Les  deux  1"'  coups  joués  et  gagnés  par  B,  la  partie 
se  terminerait  en  cinq  coups.  On  trouvera ,  comme  ci- 
dessus,  que  leurs  résultats  seraient  au  nombre  de  82  ; 
les  chances  en  faveur  de  B  au  nombre  de  26,  la  pro- 
babilité en  faveur  de  B  f| ,  en  faveur  de  A  ^. 

4°.  Les  3  i^"  coups  joués  et  gagnés  par  B,  la  partie 
se  terminerait  en  4  coups.  Leurs  résultats  seraient  au 
nombre  de  16  ;  les  chances  pour  B  au  nombre  de  i5, 
la  probabilité  pour  B  ^ ,  pour  A  7^. 

5".  Dans  les  3  1"*  coups,  B  en  a  gagné  2,  A  en  a 
i<>,agné  I,  la  partie  se  terminerait  de  même  en  4  coups. 
Les  chances  de  B  seraient  au  nombre  de  1 1 ,  la  proba- 
bilité pour  B  -^,  la  probabilité  pour  A  ^. 

6°.  Dans  les  4  »*"  coups,  B  en  a  gagné  3  ,  A  en  a 
gagné  I,  la  partie  se  terminerait  en  3  coups,  leurs  ré- 
sultats seraient  au  nombre  de  8,  les  chances  pour  B 
au  nombre  de  7,  la  probabilité  pour  B  |,  pour  A  |. 

7°.  Dans  les  5  1"*  coups ,  B  en  a  gagné  3 ,  A  en  a 
p,agné  2  ,  la  partie  se  terminerait  en  2  coups.  Leurs  ré- 
sultats seront  au  nombre  de  4,  les  chances  pour  B  au 
nombre  de  3  ,  la  probabilité  pour  B  f,  pour  A  {, 

Définition. 

Il  y  'a  une  seconde  espèce  de  partie.  Elle  est  aussi 
en  4  points  ;  mais  si  dans  les  6  1"*  coups  les  joueurs 
sont  arrivés  à  égalité  de  points ,  la  partie  n'est  plus  ter- 
minée que  lorsqu'un    des  joueurs  a  acquis  sur  son  ad-? 
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versaire  l'avantage  de  2  points.  Dans  cette  2*  espèce 
«le  partie  le  nombre  des  coups  dans  lesquels  elle  doit 
se  terminer  est  indéfini. 

PROBLÈME  VII. 

Dans  une  partie  de  2*^  espèce  déterminer  les  proba^ 
bilités  dans  les  différentes  positions  de  la  partie, 

1°.  En  commençant  la  partie ,  où  à  e'galite'  de  points, 
les  chances  sont  égales ,  la  probabilité  a  pour  expres- 
sion ^. 

a°.  Le  i"coup  joué  et  gagné  par  B  dans  les  6  coups 
qui  suivent ,  leurs  difFérens  résultats  au  nombre  de  64 
sont  représentés  par 

a^-^&a^-\-iSa^b*'\'iod'b^'\-i5ab^-\-&ab^'\'b^. 

Par  les  résultats  b^,6ab'^  et  i5 a^b^,  le  gain  de  lu  par- 
tie se  trouve  acquis  à  B,  ce  qui  lui  donue  une  proba- 
bilité exprimée  par  JJ. 

Les  10  permutations  de  la  combinaison  a'^b^,  dans 
lesquelles  a  occupe  la  dernière  place,  donnent  à  B  le 
gain  de  la  partie  à  cause  du  point  qui  lui  est  déjà  ac- 
quis ,  et  la  probabilité  ^. 

Les  10  permutations  de  cette  même  combinaison  , 
dans  lesquelles  b  occupe  la  dernière  place ,  mettent  B 
dans  la  position  où  il  a  sur  A  l'avantage  d'un  point, 
et  lui  donnent  la  probabilité  ^XiXi-f-trîioii 

Les  10  permutations  de  la  combinaison  a^b*y  dans^ 
esquelles   a   occupe    la  dernière   place ,    mettent    B 
dans  la  position  où  A  a  sur  lui  l'avantage  d'un  point 
lui  laissent;  la  probabiUté  ^X  î  X  i  ou  ^  X  î- 
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La  somme  de  toutes  ces  probabilités  en  faveur  de  B 
est 


aft 

b4 


a  a 

64* 


La  probabilité  pour  A  sera 

3°.  Les  2  i"*  coups  ont  été  gagnés  par  B.  Dans 
les  5  coups  qui  suivent ,  les  résultats  au  nombre  de 
32  sont  représentés  par 

«5  -I-  5a^b  +  1  oa^l?^  +  i  oa^b^  -f  5ab^  +  b^. 

Par  les  résultats  b^,  Sab^^ioa^b'^  le  gain  de  la  partie 
est  acquis  à  B  ;  ce  qui  lui  donne  une  probabilité  expri- 
mée par  jf . 

Les  6  permutations  de  la  combinaison  a^^%  dans 
lesquelles  a  occupe  la  dernière  place,  donneront  à  B  le 
gain  de  la  partie  et  la  probabilité  •^. 

Les  4  permutations  de  la  même  combinaison ,  dans 
Icsqu^les  b  occupe  la  dernière  place  ,  mettent  la  par- 
lie  dans  la  position  où  B  a  sur  A  l'avantage  d'un  point 
et  donnent  à  B  la  probabilité  -^  X  J. 

Les  4  permutations  de  la  combinaison  a^b^  dans  les-i 
quelles  «  occupe  la  dernière  place,  mettent  la  partie 
dans  la  position  où  A  a  sur  B  l'avantage  d'un  point  et 
donnent  à  B  la  probabilité  j^  X  j. 

La  somme  de  toutes  ces  probabilités  en  faveur  de  B 
est  '^ 

il  +  A  +  ÀX|-K^XioufJ. 

La  probabilité  pour  A  sera  jj. 

4°.  Les  3  premiers  coups  ont  été  gagnés  par  B. 
Dans  les  4  coups  qui  suivent ,  les  résultats  au  nom- 
bre de  i6  sont  représentés  par 

ai  +  /^a'b  +  6a'b^  +  f^ab^  +  bK 
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Les  résultats  ^<,  4^^^»  6a*^*  donnent  à  B  le  gain  de 
la  partie  et  la  probabilité'  j\. 

Les  3  permutations  de  la  combinaison  a^l?,  dans  les- 
quelles a  occupe  la  dernière  place  ,  donneront  à  B  le 
gain  de  la  partie  et  la  probabilité  -j^. 

La  permutation  où  b  occupe  la  dernière  place ,  met 
la  partie  dans  la  position  où  B  a  sur  A  Tavantage  du 
point  et  donne  à  B  la  probabilité  7^  X  J- 

Le  résultat  a^  met  la  partie  dans  la  position  où  A  a 
sur  B  Tavantage  du  point  et  donne  à  B  la  probabi- 

La  somme  des  probabilile's  en  faveur  de  B  est  donc 

La  probabilité  pour  A  sera  -^g. 

5".  Dans  les  3  i*"  coups  B  en  a  gagné  2,  A  en  a 
gagné  I.  Dans  les  4  coups  suivans 

Les  résultats  b^^  ^ab'^  donnent  à  B  le  gain  de  la  par- 
tie et  la  probabilité  7%. 

Les  3  permutations  de  la  combinaison  a^b*,  dans 
îesquelle  a  occupe  la  dernière  place ,  donnent  à  B  le 
gain  de  la  partie  et  la  probabilité  -j^. 

Les  3  autres  où  b  occupe  la  dernière  place ,  don* 
nent  à  B  la  probabilité  -rê  X  f . 

Les  3  permutations  de  la  combinaison  aHj,  dans 
lesquelles  a  occupe  la  dernière  place  ,  donnant  à  B  la 
probabilité  ~  X  i- 

La  somme  des  probabilités  en  faveur  de  B  est  donc 

La  probabilité  pour  A  sera  7^. 
6*'.  Dans  les  4  i"'  coups  B  en  a  gagne  3  ,   A  en  a 
gagné  I .  Dans  les  3  coups  suivans. 
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Les  résultats  b^,  Zab'  donnent  à  B  le  gain  de  la  par- 
tie et  la  probabilité  |. 

Les  2  permutations  de  la  combinaison  a'b^  dans 
lesquelles  a  occupe  la  dernière  place ,  donnent  à  B  le 
j;ain  delà  partie  et  la  probabilité'  |. 

Celle  où  b  occupe  la  dernière  place ,  donne  à  B  la 
probabilité  ^  X  |. 

Le  résultat  a^  donne  à  B  la  probabilité  ^  X  î- 

La  somme  de  ces  probabilités  en  faveur  de  B  est  donc 

t  +  l+iXl+iXi  ou  î. 

La  probabilité  pour  A  sera  J. 

7°.  Enfin,  dans  les  5  i^" coups,  B  en  a  gagné  3,  A  en 
a  gagné  2.  Dans  les  2  coups  suivans. 

Le  résultat  b^  donne  à  B  le  gain  de  la  partie  et  la 
probabilité  ^. 

La  permutation  ba  donne  à  A  le  gain  de  la  partie  et 
la  probabilité  |. 

La  permutation  ab  donne  à  B  la  probabilité  ^  X|« 

Le  résultat  a^  lui  donne  la  probabilité  ^  X  !• 

La  somme  des  probabilités  en  faveur  de  B  est  donc 

l  +  î  +  iXÎ  +  iXiou  |. 
La  probabilité  pour  A  sera  \, 

COROLLAIRE. 

Dans  les  2  problèmes  précédens  on  a  obtenu  les 
mêmes  probabilités  dans  les  positions  semblables  des 
deux  espèces  de  parties. 

LEMME   3. 

Nous  appellerons  parties  simples  les  parties  en  plu- 
sieurs points.  On  joue  quelquefois  en  partie  liée,  de 
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plusieurs  parties  simples.  Il  y  a  également  des  parties 
liées  de  deux  espèces ,  comme  dans  les  parties  simples  • 
dans  des  positions  analogues  d'une  partie  liée  et  des 
points  d'une  partie  simple  ,  les  probabilités  seraient 
les  mêmes, 

PROBLÈME  VIII. 

Dans  une  partie  liée  en  quatre  parties  simples 
de  4  points ,  k  a  gagné  3  parties  simples  ,  ^  en  a 
gagné  I .  Dans  la  5*^  partie  qui  se  joue  ,  B  a  2  points , 
A  n^a  rien.  Dans  cette  position  déterminer  les  pro- 
babilités. 

Dans  la  partie  simple  qui  se  joue ,  par  les  problè- 
mes 6  et  7,  nombres  3  ,  la  probabilité  pour  Ba  pour 
expression  j^. 

Le  gain  de  la  partie  simple  qui  se  joue,  place  B  dans 
la  position  où  A  a  sur  lui  Tavantage  d'une  partie  dans 
la  partie  liée,  position  dans  laquelle  la  probabilité  en 
sa  faveur  (  prob.  6  et  7,  nombre  7,  et  lem.  3  )  a  pour 
expression  ^. 

Donc ,  théorème  i*",  la  probabilité  du  gain  de  la  partie 
liée  en  faveur  de  B  a  pour  expression  77  X  j  ou  -^j 
et  (théor.  4>  corol.)  la  probabilité  en  faveur  de  ^ 
est 


5« 
64* 


PROBLÈME  IX. 

Dans  une  partie  liée  en  quatre  parties  simples  de 
4  points ,  A  Jait  à  B  l'avantage  d'un  point  à  toutes 
les  parties  simples. 

Cet  avantage  place  B  dans  la  même  position  que  si, 
à  toutes  les  parties  simples  qui  se  joueront ,  il  avait 
gagné  le  i"  coup. 

Or  (prob.  6 et  7,  nombre  2),  dans  cette  position  à 
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toutes  les  parties  simples,  la  probabilité  du  gain  de  la 
partie  simple  serait  pour  B  j^,  pour  A  •^.  D'un  autre 
côté,  toutes  les  positions  dans  lesquelles  les  joueurs 
peuvent  se  trouver  dans  le  cours  de  la  partie  liée  se 
rencontreront  dans  les  7  i"""  parties  simples.  Les  ré- 
sultats de  ces  7  parties  sont  représentés  par  «''4-7  a^lf 
-f  21^5^^  +  35  a^P  +  35  a^b^  +  21  a'b^  -f  7  ab^-J^b''. 
Dans  cette  puissance  du  binôme  («  -f-  ^)  »  nous  ferons 

PROBLÈME  X. 

Dans  la  même  partie  A  fait  à  B  l'avantage  eVun 
demi-point ,  cest -à- dire  d^un  point  à  toutes  les par^ 
ties  simples  impaires  ;  les  parties  simples  paires  se 
jouent  à  but^ 

Dans  la  7*  puissance  du  binôme  {a  -\'  b)  on  prendra 
séparément  toutes  les  permutations.  On  fera  dans  cha- 
cune aux  places  impaires  a  r=-j^,  /^  =  ~,  aux  places 
paires  a  =  ^,  i  =  { . 

Définition. 

Une  bisque  est  l'avantage  de  pouvoir  prendre  à  sa 
volonté  un  point  dans  une  des  parties  simples  dont  se 
compose  une  partie  liée. 

LEMME   4- 

Celui  qui  reçoit  une  bisque  a  deux  manières  de  ga- 
gner une  partie  simple ,  en  plaçant  sa  bisque  ou  en  se 
la  conservant  pour  les  parties  suivantes.  Pour  la  placer, 
son  jeu  est  d'attendre  une  position  de  la  partie  simple 
où  sa  bisque  décidera  en  sa  faveur  le  gain  de  la  partie. 
Autrement,  ou  il  s'ôterait  des  chances  pour  gagner 
cette    partie,    en   conservant  son  avantage  pour   les 
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parties  suivantes,  ou  il  courrait  le  risque  de  la  perdre 
après  avoir  use'  inutilement  sa  bisque. 

LEMME   5. 

Dans  la  partie  simple  en  quatre  points,  toutes  les 
positions  de  la  partie  se  rencontrent  dans  les  sept 
1^"  coups,  dont  les  résultats  sont  représentés  par  la 

7®  puissance  du  binôme   (a  -}-  b)  savoir  : 

a'^rja^b  4-2 1  a^b^-}'35a^l?'^-{-35a^b^-\-2.  i  a'b^-^  rjab^-^b^ 

Lorsque  B  reçoit  une  bisque,  nous  distinguerons 
dans  ces  résultats  ceux  qui  lui  donnent  le  gain  de  la 
partie ,  sans  faire  emploi  de  sa  bisque ,  de  ceux  qui 
ne  le  lui  donnent  que  par  Temploi  de  sa  bisque.  Nous 
ajouterons  à  Texpression  de  la  probabilité  des  pre- 
miers la  lettre  k  ;  des  seconds,  la  lettre  /;  k  et  i  ne 
sont  là  que  de  simples  signes  indicateurs  et  sans 
valeur. 

Dans  cette  puissance ,  le  nombre  des  permutation» 
est  2^  ou  128.  Les  résultats  b^  ,^ab^ ,  iid'b^  et  les  i5 
permutations  de  la  combinaison  a}  b^,  dans  lesquelles 
a  occupe  la  dernière  place ,  donnent  à  B  le  gain  de 
la  partie  sans  faire  emploi  de  sa  bisque,  etla  probabilité 


f  — :i — 7 

_J.-  -L.  _Z-  -1-  — '-  -4-  -^-  —  -^'^- 
TTs  T^TTg     r"  liigT"  J28  —  ia8 

!-   -„    r_: 4. i_:    .1^ 


«. 


De  plus,  mais  en  faisant  emploi  de  sa  bisque,  les 
20  permutations  de  la  combinaison  a^b^,  dans  lesquelles 
a  occupe  la  dernière  place,  et  les  10  permutations  de 
la  combinaison  a^b^ ,  dans  lesquelles  «occupe  les  deux 
dernières  places ,  donnent  à  B  le  gain  de  la  partie  et  la 
probabilité 

g  o       I         I  r>     __  _?_o_    /  •% 
1  a«  "T"    1  ft«  mi   VA' 


;* 
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COROLLAIRE. 

Dans  la  partie  simple  ,  tant  que  ?>  conserve  sa  bis- 
que, la  probabilité  a  pour  expression  en  sa  faveur,  -^^ 
en  laveur  de  A  -^^  (théor.  4»  cor.). 

Après  que  la  bisque  a  été  prise,  cette  probabilité 
pour  B  comme  pour  A,  est  {. 

IJEMME    6. 

Tant  que  B  a  conservé  sa  bisque ,  il  y  a  dans  la 
partie  simple  ces  3  éventualités:  B  peut  la  perdre,  il 
peut  la  gagner  sans  faire  emploi  de  sa  bisque  ,  la  ga- 
gner en  faisant  emploi  de  sa  bisque.  Nous  les  distin- 
guerons par  les  lettres  h,f  et  g. 

Dans  une  partie  liée  en  un  nombre  n  de  parties 
simples,  toutes  les  positions  dans  lesquelles  lesjoueurs 
peuvent  se  trouver  dans  le  cours  de  la  partie  liée  sont 
représentées  par  la  puissance  nà\x  trinôme  (/-f-g'+^O- 
Mais  il  faudra  en  éliminer  tous  les  termes  où  l'expo- 
sant de  g  serait  plus  grand  que  le  nombre  de  bisques 
donné  à  B. 

Après  que  la  bisque  a  été  prise,  ces 3  éventualités  se 
réduisent  aux  deux  éventualités  f  et  h, 

LEMME    7. 

Par  l'emploi  de  sa  bisque,  B  décide  en  sa  faveur  le 
gain  d'une  partie  simple  que  A  aurait  encore  la  chance 
de  gagner.  Cet  avantage  est  en  debors  et  indépendant 
de  la  chance  égale  qu'ont  A  et  B  de  gagner  toute  par- 
tie simple.  Donc,  dans  la  partie  liée,  le  théorème  4 
et  son  corollaire  ne  peuvent  avoir  leur  application,  et 
cette  partie  entre  dans  l'exception  du  lemme  2. 
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LEMME   8. 

La  bisque  prise  dans  la  partie  liée  de  2*  espèce, 
chaque  fois  que  dans  le  cours  de  la  partie  les  joueurs 
se  trouveront  à  égalité  de  parties  simples,  la  probabi- 
lité sera  ^  pour  l'un  et  pour  Tautre. 


LEMME 


9- 


Bayant  une  bisque  à  placer,  chaque  fois  que  dans  la 
partie  liée  les  joueurs  se  trouveront  à  égalité  de 
parties  simples,  de  manière  que  la  partie  liée  pourrait 
être  terminée  en  deux  parties,  on  déterminera  dans 
cette  position  les   probabilités  comme  il  suit  : 

Les  résuUats  des  deux  parties  simples  suivantes  sont 
représentés  par   /^-f  ^^-i-^^-f  y^-f-'^-j-^g-A. 

On  écartera  le  ternie  g"^  dans  lequel  l'exposant  de  g 
est  plus  grand  que  l'unité  (lemme  6). 

Les  résultats  ^fh  laissant  les  joueurs  aux  parties 
qui  suivront  dans  la  même  position,  sont  comme 
non  avenus. 

Par  les  résultats  1  hg  ^  les  joueurs  restent  à  éga- 
lité de  parties  simples  ;  mais  B  ayant  fait  emploi  de  sa 
bisque  dans  l'une  de  ces  parties,  leur  position  se 
trouve  changée  en  celle  du  lemme  8,  où  la  probabilité 
du  gain  de  la  partie  simple  et  de  la  partie  liée  pour 
l'un  et  pour  l'autre  est  i-. 

Dans  la  permutation  gh ,  la  probabilité  de  l'éven- 
tualité g  est  -^:g  (lemme  5,  cor.)  ;  mais  dans  la  i"  de 
ces  deux  parties,  B  ayant  placé  sa  bisque  dans  la  2*, 
la  probabilité  de  l'éventualité  h  est  devenue  {  (lem.  5, 
cor.).  Ainsi  la  probabilité  de  la  permutation  gh  est 
T^'g  X  î  (théor.  1").;  or,  dans  deux  parties  simples,  le 
nombre  des  év  entualités  est  9 ,  nombre  des  permuta- 
tions pour  3  lettres  de  l'exposant  2  (lem.  6,  nomb.  4 
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i'*  p.).  La  probabilité  du  résultat  g'^  dans  les  deux 
parties  simples  sera  -j^  X  ^X^  (théorème  i"j. 
Après  le  résultat  gh  de  ces  deux  parties  simples ,  la 
probabilité  du  gain  de  la  partie  liée  sera  pour  A 
comme  pour  B  *-  (lem.  8);  et  avant  ces  deux  parties, 
lorsque  A  et  B  étaient  à  égalité  de  parties  simples  et 
que  B  avait  une  bisque  à  placer,  la  probabilité  du  gain 
de  la  partie  liée  résultante  de  Téventualité  gh  qui 
laisse  à  A  comme  à  B  l'expectative  l  pour  le  gain  de 

la  partie  liée,    était  pour   A   comme  pour  B 

r^  XÎX  ^  Xi(théor.  1"). 

Dans  la  permutation  hg ,  la  probabilité  de  Téven- 
tualité  h  est  -^-^  (lem.  5  ,  cor.) ,  de  l'éventualité  ^-p^g^. 
Ainsi  la  probabilité  de  la  permutation  hg  est  tz^Xti^* 
La  probabilité  du  résultat  hg  dans  les  deux  parties 
simples  sera  -^^^  X  -rV  X  §  ;  par  le  résultat  hg,  la  pro- 
babilité du  gain  de  la  partie  liée  devient  pour  A 
comme  B  ^  ;  donc  avant  de  jouer  ces  deux  parties, 
lorsque  A  et  B  étaient  à  égalité  de  parties  simples  et 
que  B  avait  une  bisque  à  placer,  la  probabilité  du  gain 
de  la  partie  liée  résultante  de  Téventualité  hg  était 
pour  A  comme  pour  B  ré^X  -k%X  iXi- 

Dans  les  résultats  f^,  ojg,  on  mettra  pour  f  sa  va- 
leur suivant  sa  position  :  savoir,  dans  les  permutations 
ffetfg,  -nfs  W  ^^  simplement  -^^-^  (lem.  5)  dans  laper- 
mutation  gf  la  valeur^  (lem.  5,  cor.).  Ainsi  dans  la  po- 
sition donnée ,  la  probabilité  du  gain  de  la  partie  liée 
résultante  des  3  éventualités y*"*,^  et  ^y était  pour  B 

/  4 4  \2  v/   1    _i      .A4    N^    74    >v'  1  _J_ -Z-fL  N<^  1  s^'  1 

Par  le  résultat  h^,  A  gagne  la  partie  liée.  On  mettra 
pour  h  sa  valeur -^^^g  (lem.  5,  cor.),  et  dans  la  position 
donnée  la  probabilité  du  gain  de  la  partie  liée  résul- 
tante de  Véventualité  h%  était  pour  A  {-^\y  X  i- 
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En  résumé,  lorsque  A  et  B  sont  à  éj^alité  de  partie.<î 
simples ,  et  que  B  a  une  bisque  à  placer,  les  probabilités 
pour  le  gain  de  la  partie  liée  sont  en  faveur  de  B, 

quantité  que  nous  désignerons  par  P  , 
en  faveur  de  A, 

TTs  X  ^  X  q  X  â  -f~  -^  X  7T«  X  9  -f-  (tts)^  X  ^  ^=  Q- 

LEMME     lO. 

Dans  la  position  où  Tun  des  joueurs  a  sur  son  adver- 
saire l'avantage  d'une  partie  simple,  et  où  B  n'a  plus 
ce  bisque  à  placer,  la  probabilité  du  gain  de  la  partie 
liée  est  ^  pour  celui  qui  a  l'avantage,  j  pour  son  adver- 
sa  ire(prob.  6  et  7). 

LEMME     I  I  . 

Dans  la  position  où  B  a  sur  A  l'avantage  d'une  par- 
tie simple  et  une  bisque  à  placer,  on  déterminera  les 
probabilités  comme  il  suit. 

Les  résultats  de  la  partie  simple  suivante  sont/",  g 
ou  h;  la  probabilité  de  l'éventualitéy  est -j^  {lem.  5i ; 
la  probabilité  du  résultat  /  est  ^  X  i  (tliéor.  1")  ;  la 
probabilité  de  l'éventualité  ^-^,  du  résulta t ^ -p^X  5. 
Par  ces  deux  résultats,  le  gain  de  la  partie  liée  est 
acquis  à  B;  ainsi,  dans  la  position  donnée,  la  probabi-^ 
lité  du  gain  de  la  partie  liée  résultante  de  ces  deux 
éventualités  était  en  faveur  de  B 

La  probabilité  de  l'éventualité  h  est  -^,  du  ré- 
sultat /i  4^  X  7  ;  par  le  résultat  h,  les  joueurs  sont 

4 
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ramenés  à  la  position  du  lemme  9  dans  laquelle  la 
probabilité'  du  gain  de  la  partie  liée  est  P  en  faveur 
deB,  et  Q  en  faveur  de  A.  Ainsi,  dans  la  position  don- 
née, la  probabilité  du  gain  de  la  partie  liée  résultante 
de  l'éventualité  h,  sera  en  faveur  de  B  j^  X  y  X  P , 
en  faveur  de  A  ^  X  F  X  Q. 

En  résumé,  lorsque  B  a  sur  A  l'avantage  d'une  partie 
simple  et  une  bisque  à  placer,  les  probabilités  du  gain 
de  la  partie  liée  sont  en  faveur  de  B 

4-4.  s^  i  _i       74.     v/    I  _l       5^    S^  1  N^    P  . 

en  faveur  de  A 

^^ 
AVX^XQ. 

LEMME    12. 

Dans  la  position  où  B  a  une  bisque  à  placer,  mais 
où  l'avantage  d'une  partie  simple  est  du  côté  de  A  . 
on  déterminera  les  probabilités  comme  il  suit  : 

La  probabilité  de  l'éventualité  h  est  -^  (théor.  4  r 
cor.)  ;  la  probabilité  dans  la  partie  suivante  du  résul- 
tat h  est  -^  X  \  (lem.  6)  ;  la  probabilité  pour  A  du 
gain  de  la  partie  lié  par  ce  résultat  ^  est  -;^  X  i. 

La  probabilité  de  l'éventualité  g  est  ^  (théor.  4  » 
cor.)  ;  la  probabilité  dans  la  partie  suivante  du  résul- 
tat g  est  -f^  X  ^*»  le  résultat  g  ramenant  la  position 
du  lemme  8 ,  où  la  probabilité  du  gain  de  la  partie 
liée  est  pour  A  comme  pour  B  à ,  la  probabilité  du  gain 
de  la  partie  liée  par  le  résultat  g  de  la  partie  suivante 
est  pour  A  comme  pour  B  /-^g  X  ^  X  i- 

Enfin  la  probabilité  de  l'éventualitéyest-j^  (  lem.  5), 
du  résultat  /est  -^-^  X  j.  Le  résultat /ramenant  la 
partie  liée  dans  la  position  du  lemme  c) ,  où  la  proba- 
bilité du  gain  de  la  partie  liée  est  P  pour  B,  est  Q  pour 
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A  ,  la  probabilité  du  gain  de  la  partie  liée  par  le  résul- 
ta ty  est  pour  A 

pourB  _^XrXP. 

En  résumé,  dans  la  position  où  B  a  une  bisque  à 
placer,  mais  où  l'avantage  d'une  partie  simple  est  du 
côté  de  A ,  les  probabilités  du  gain  de  la  partie  liée  sont 
en  faveur  de  B 

778  X  y  X  à  H-  TT^  X  ^  X  P  ; 
en  faveur  de  A 

TÏf  x| -f- 1^  X  i  X  ^ -f- ^X  ^  X  Q. 
PROBLÈME  XI. 

Dans  une  partie  liée  de  ?/  espèce  en  4  parties 
simples  de  i^  espèce  et  en  4  points ,  A  Jait  à  B  l'a— 
vantage  d'une  bisque ,  déterminer  les  probabilités. 

Toutes  les  positions  où  les  joueurs  peuvent  se  trou- 
ver dans  le  cours  de  la  partie  liée  se  rencontreront 
dans  l'ensemble  des  résultats  des  sept  premières  par- 
ties simples,  et  seraient  représentées  par  les  permu- 
tations de  la  7*  puissance  du  Xnnome{f'^  g -^h). 
Le  nombre  de  ces  permutations  a  (lem.  6,  nombre  4» 
i  p)  pour  expression  3'  ==  2187. 

Mais  il  convient  (lem.  6)  d'écarter  tous  les  termes 
de  cette  puissance  dans  lesquels  l'exposant  de  g  est 
plus  grand  que  l'unité.  Ce  qui  les  réduira  aux  termes 
suivans  : 

4-» 
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Dans  chaque  permutation  on  mettra  pour  g  sa  va^ 
leur  ^^  (  tliéor.  4>cor,)  ;  pour  h  la  valeur  ^-g,  lorsque  h 
précède  ^  dans  la  permutation  ;  pour  h  la  valeur  },  lors- 
que, dans  la  peiinutation,  h  est  précédée  de  g;  pour^ 
la  valeur  ,^^^,  lorsque,  dans  la  permutation,  /précède^  ; 
pour  y  la  valeur  {,  lorsque,  dans  la  permutation, /"est 
précédé  de  ^. 

Après  ces  substitutions,  on  multipliera  la  valeur  de 
chacune  de  ces  permutations  par  Trygy  ;  ce  qui  don- 
nera l'expression  de  la  probabilité  de  ce  résultat  des 
sept  premières  parties  sin>ples. 

Selon  la  position  dans  laquelle  chacun  de  ces  résul- 
tats aura  amené  la  partie  liée,  on  multipliera  cette 
expression  de  la  probabilité  de  ce  résultat , 

1**.  Par  l'expression,  dans  cette  position  ,  de  la  pro- 
babilité du  gain  de  la  partie  liée  en  faveur  de  A  :  ex- 
pression que  nous  venons  de  déterminer,  lemmes8,9, 
lo,  1 1  et  12. 

La  somme  de  ces  produits  sera  l'expression  de  la 
probabilité  du  gain  de  la  partie  en  faveur  de  A. 

2**.  Par  l'expression,  dans  cette  position,  de  la  pro- 
babilité du  gain  de  la  partie  liée  en  faveur  de  B  :  ex- 
pression que  nous  venons  de  déterminer,  leinmes  8,9, 
10,11  et  12. 

La  somme  de  ces  produits  sera  l'expression  de  la 
probabilité  du  gain  de  la  partie  en  faveur  de  B. 

Tous  les  élémens  de  ce  calcul  étant  donnés,  le  pro- 
blème proposé  se  trouve  résolu. 

LEMME    i3. 

Les  conditions  du  jeu  données,  dans  une  partie  on 
détermine  les  probabilités  en  faveur  de  A  et  en  faveur 
de  B.  Il  reste  un  2*  degré  de  probabilité  à  recher- 
cher.  C'est  la  probabilité  que,  dans  un  nombre  «  de 
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parties ,  le  nombre  de  celles  gagne'es  par  A  sera  au 
nombre  de  celles  gagnées  par  B,  dans  le  rapport  dé- 
terminé des  probabilités  dans  une  partie  en  faveur  de 
A  et  en  faveur  de  B. 

LEMME     1  4-  .  <    -f  .  ^ 

Le  rapport  que  Ton  a  déterminé  des  probabilités 
en  faveur  de  A  et  de  B  en  une  partie  étant  celui  de 
ff  k  h,  pour  que,  dans  un  nombre  n  de  parties,  le 
nombre  de  celles  gagnées  par  A  puisse  être  au  nombre 
de  celles  gagnées  par  B  dans  le  rapport  de  g-  à  A,  il  est 
indispensable  que  le  nombre  des  parties  jouées  soit 
cgal  à  ^  +  ^  ou  un  multiple  A-  de  g  -\-  h. 

LEMME    i5. 

Par  le  théorème  a  ,  le  résultat  d'un  nombre  de  par- 
lies  n  ou  gk-\-hk,  par  lequel  A  gagnerait  le  nombre  gk 
de  parties ,  B  le  nombre  hk ,  est  représenté  par  le  terme 
de  la  puissance  n  d'un  binôme ,  où  l'un  des  termes  de 
la  racine  a  pour  exposant  gk^  l'autre  hk.  Ainsi ,  en  pre- 
nant pour  termes  de  la  racine  les  expres«>ions  g  ei  h 
des  probabilités  en  une  partie  ,  la  probabilité  de  ce 
résultat  du  nombre  de  parties  n  a  pour  expression  dans 
la  puissance  n  du  binôme  (^  -f-  ^)  la  valeur  du  terme 
où  l'exposant  de  g  sera  gky  où  l'exposant  de  h  sera  hk. 
Or  (prob.  3,  T^  p.)  ce  terme  a  pour  expression, 

1.2.3 n    Xgs'h^', 

1.2 gkx  1.2 hkx{g-+-h)\ 

LEMME    l6. 

Par  construction,  ayant  g^h.  Le  terme  de  la 
puissance   {gk-^-hk)  du  binôme  {  g  -h  ^  )  y  ^^^^  ^^~ 
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quel  les  exposans  de  g  et  de  h  sont^A-  et  hk,  a  une  va- 
leur plus  grande  que  le  terme  qui  le  pre'cède  ,  dans 
lequel  les  exposans  deg-eJde^sont  {gk-^i3)  et  {hk — i)» 
En  effet,  ces  deux  termes  ont  pour  expression, 

le  i",i.2.3 ny^g^^N'^, 

1,-2 gkXi.^ Mx(g--|-^)". 

Le 2%  1.2. 3 ny^gs^y<gy<h^''xhr\ 

i  ,1. . .  gkx{gk+i)^i  .1. . .  {hk^i)xg-^h)\ 

Multipliant  ces  deux  expressions  par  hk  et  les  divisant 
par  le  facteur  commun  1,2. 3 , «X  g^^h^^ , 

La  1"  se  re'duit  à  -7,  la  2'  à  —^ :  oronay  >    f  .     . 

gk-{-i'  "^gk-\-x 

Donc  le  i^'  de  ces  deux  termes  de  la  puissance  a  une 
valeur  plus  grande  que  le  2^ 

LEMME    17. 

Le  même  terme,  dans  lequel  les  exposans  de  g  et 
de  ^sont^A-  et  M,  a  une  valeur  plus  grande  que  le 
terme  qui  le  suit ,  dans  lequel  les  exposans  de  g  et 
de  h  sont  {gk  —  1  )  et  (  ^^  -f  i). 

Nous  avons  ci-dessus  Texpression  du  1^"^  de  ces  deux 
termes  ;  le  2®  a  pour  expression, 

1.2.3 nXé'^'Xé'-*XA'''xAr 

i.2...(é'^— .i)Xi.2..M.(M-fOX(^+/*r. 

Multipliant  ces  deux  expressions  par  gk  et  les  divisant 

par  le  facteur  commun  1.2. 3 nXgS^'h'''', 

i.2...feJc— i)Xi.2.MX(^+A)\ 
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La  i'*  se  réduit  à  7,  la2*'a  ^7— j — ;  oronaj^ 


Donc  le  1*'  de  ces  deux  termes  de  la  puissance  a  une 
valeur  plus  grande  que  le  2*. 

LEMME    18. 

Si,  à  la  gauche  du  terme  dans  lequeljles  exposansdeg- 
et  de  h  sont  gk  et  hk,  en  remontant  vers  le  1"  terme ,  on 
prend  un  nombre  de  termes  z,  le  dernier  de  ces  termes 
dans  lequel  les  exposans  de  g  et  de  h  sont  g-A-  +  2 
et  hk  —  z,  amie  valeur  plus  grande  que  celui  qui,  en 
partantdu  1"  terme  de  la  puissance,  le  précède,  et  dans 
lequel  les  exposans  de  g'  et  de  h  sont  {gk  -{-  z-}-  i  ) 
et  {hk  —  z —  i). 

En  effet ,  ces  deux  termes  ont  pour  expressions , 

le  1",  1.2.3 ngs^-^^  h^^-^ 

1.2 (g-A-+z)Xi.2....  (M  — z— i)... 

le2%i.2.3 nX  g^^+''  X  gy^h^^-^X,  h-' , 

1.2 (^A-Hjs).  (g^^-f-z-f-  i)  X  1.2 

(hk  —  z  —  ï)X  ig-j-h)^. 

Multipliant  ces  deux  expressions  par  hk  et  les  divisant 
par  le  facteur  commun 

1.2.3 nXg^^'^^Xh^^-''  y 

I   2...(^Â:+z)Xi.2..(M_z-i)  X  {g^hy. 

La  1"  se  réduit  à  ^, :  la  2*  à  -~- — --  ; 

hk — z  g-A-f-z-j-i 

hk      ^           gk\ 
or,  on  a    ,-7 >  — ; — 2 . 

hk  —  z       g-A:  4-  z  -f-  1 

Ponc  le  i"de  ces  deux  termes  a  une  valeur  plus  grande 
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que  le  2*  ;  et  la  supe'rioiité  (ki  i"  sur  le  0.^  sera  iWu-T 
tant  plus  grande  que  z  soi  a  plus  grand ,  ou  que  ces 
termes  s*éloigneront  davantage  du  terme  de  la  puis- 
sance dans  lequel  les  exposans  de  ^  et  de  h  soui  gh 
vihk. 


LEMME 


9- 


Si,  à  la  droite  du  terme  dans  lequel  les  exposans  de  g 
et  de  h  sont  gk  el  hk  ,  en  descendant  vers  le  dernier 
ternie  de  la  puissance  ,  on  prend  le  même  nombre  de 
termes  z,  le  dernier,  dans  lequel  les  exposans  de  g 
et  de  h  sont  {gk  —  z)  et  (/zA-  -j-  z) ,  a  une  valeur  plus 
grande  que  le  terme  qui ,  dans  la  puissance,  le  suit ,  et 
dans  lequel  les  exposans  de  g  et  de  h  sont  {gk  —  z  —  i) 
et  (M  -f-z-f  i). 

En  effet ,  ces  deux  termes  ont  pour  expressions, 

le  1*^%  1.2.3 ngS^-^  X  h'^''-^^ 

1.2 (gk-^z  —  i)  .  {gk  -j-z)  .  1,2... 

{hk  +  z)X{g-{-h)\ 

Le  2%  1.2.3 nXgS^-'^Xg-'xh^^-^^Xh, 

1.2 {gk—z  — •  1  )  .  1.2...   {hk  -{-  z). 

Multipliant  ces  deux  expressions  par  gk  et  les  divisant 
par  le  facteur  commun  i .  2 . 3 .  . .  .  w  X  g'^''  ~  ^  X  ^^''  "•"  ^ , 

1.2....'  {gk  —  z  —  1  )  .  1.2 

(hk^z)X(^  +  hr. 

J>a  1^  se  réduit  a  -~ la  2*^  à  y-z — . 

gk  —  z  hk  -^  z  -^  i 

^                    srk                      hk  tt 

Or,  0,1  a  -/ >  j- — - . 

gk  —  z        hk  -1"  z  -f-  I 

Donc  le  i^"^  de  ces  deux  termes  a  une  valeur  plus  grande 
que  le  2'^;  et  la  supériorité  du  i"  sur  le  2-  sera  d'autant 
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plus  grande  que  z  sera  plus  grand  ,  ou  que  ces  deux 
termes  s'éloigneront  davantage  du  terme  dans  lequel 
les  exposans  de  g  et  de  h  sont  gk  et  hk. 

COROLLAIRE. 

Il  suit  des  lemmes  précédens  que,  dans  la  puis- 
sance {gk  -f-  ^k)  du  binôme  (g*  +  A) ,  le  terme  dans  le- 
quel les  exposans  de  g^  et  de  A  sont  gk  et  lik  (terme 
que  nous  désignerons  par  la  lettre  c)  est  le  terme  qui 
a  la  plus  grande  valeur,  et  que  si  à  la  droite  et  à  la 
gauche  du  terme  c ,  on  prend  de  ceux  qui  le  précé- 
dent et  de  ceux  qui  le  Suivent  un  même  nombre,  ces 
termes  sont  ceux  de  la  puissance  qui  ont  la  plus  grande 
valeur. 

PROBLÈME  XII. 

En  une  partie ,  les  chances  de  A  et  de  ^  sont  dans 
le  rapport  deZ  ài.  Quelle  est  la  probabilité  quen  5o 
parties ,  le  nombre  de  celles  gagnées  par  x\  sera  au 
nombre  de  celles  gagnées  par  B  dans  Vun  des  rapports 
de  3o  à  20,  de  3i  à  19,  Je  29  à  21  dont  le  1"  est  ce- 
lui de  3  à  2 ,  les  deux  autres  en  sont  les  rapports  le 
plus  approchés  ? 

Nous  aurons  ici  g' 3=  3 ,   h-~^.^   /c=  10,   7i=5o. 

En  5o  parties,  la  probabilité  de  Tun  de  ces  trois  ré- 
sultats aurait  pour  expression  la  somme  des  valeurs 
que  dans  la  5o^  puissance  du  binôme  (3  +  2) ,  ont  les 
3  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  3  et  de  2  se- 
raient 3o  et  20,  3i  et  19,  29  et  21.   Ces  valeurs  sont 

1.2.3 5o  X   33°  X  2'"  —  0,08106 

1 .2. . .  .3o.  1 .2.  .  .  20  X  5" 

1.2.3 5o  X  3'^'  X    2'9'=  0,07522 

1 .2.  .    .3i  .1 .2. .  .  19  X  5  *' 

1.2.3 5o  X  3*9   X   2*'  =  o,074o6i 

1. 2.... 29.1   2...  2.1  X  5^° 
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teur  somme  est  o.aSoSA  ou  — :    elle  est  Tex- 

lOOOOO 

pression  de  la  probabilité' ,  qii*en  5o  parties  le  rapport 
du  nombre  de  celles  gagnées  par  A ,  au  nombre  de 
celles  gagnées  par  B,  ne  sortira  pas  des  limites  de  3i  à 
19  ,  de  29  a  21. 

COROLLAIRE. 

Dans  les  jeux  d'adresse  ou  de  calcul,  on  n'a  pas  la 
mesure  de  la  supériorité  de  Tun  des  joueurs  sur  son 
adversaire;  on  manque  ainsi |^*élémens  pour  déter- 
piiner  àpriorile  rapport  en  une  partie  des  probabilités 
pour  A  et  pour  B;  par  la  réciproque  du  problème 
précédent,  on  déterminera  ce  rapport  à  posteriori,  en 
prenant  pour  son  expression  le  rapport  du  nombre  de 
parties  gagnées  par  A  au  nombre  de  celles  gagnée  par  B. 

Pour  savoir  jusqu'à  quel  point  ou  peut  compter 
sur  Inexactitude  d'un  rapport  déterminé  de  cette  ma- 
nière, il  faut  reconnaître  la  probabilité  qu'on  aurait, 
en  le  prenant  pour  mesure,  d'obtenir  une  autre  fois  ce 
même  résultat,  dans  le  même  nombre  d'expériences; 
ce  qui  ramène  au  problème  précédent.  Or  le  résultat 
de  5o  expériences ,  qui  donne  un  rapport  approché 
du  rapport  exact  connu  d'avance  ,  n'aurait  qu'une  très 

o  3o3ij 
faible  probabilité  exprimée  par .   On  ne  pour- 

^  11         lOOOOO  ' 

rait  donc  pas  compter  sur  son  exactitude  et  se  borner 
à  un  aussi  petit  nombre  d'expériences. 

Mais  un  nombre  d'expériences  nécessairement  beau- 
coup plus  grand  entraînerait  dans  des  calculs  trop 
longs.  Il  est  donc  nécessaire  d'employer  un  autre 
moyen. 
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PROBLÈME  XIII. 

Ju  lieu  de  5o  parties  comme  dans  le  problème  pré- 
cédent, nous  en  supposerons  ici  looo.  JSous  aurons  de 
même  g  -=3,  h=r.2.,   k  =  200  ei  n=  1 000 . 

Dans  la  puissance  du  binôme  (g-^li),  dont  l'expo- 
sant est  1000,  le  nombre  des  termes  est  looi.  Le 
terme  c,  dont  la  valeur  est  la  plus  grande,  a  pour  ex- 
posansôoo  et  400  ;  il  est  précédé  de  400  termes  et  suivi 
de  600. 

Nous  ferons  quatre  parts  des  termes  de  la  puis- 
sance. 

La  Impart  se  compose  du  terme  c  et  des  20  termes 
qui  le  précèdent.  Ces  21  termes  représentent  les  ré- 
sultats où  le  rapport  du  nombre  de  parties  gagnées 
par  A  ,  au  nombre  de  celles  gagnées  par  B..  ne  sort  pas 
de  la  limite  de  3i  à  19. 

La  2*  part  se  compose  des  20  termes  qui  suivent;  le 
terme  c.  Ils  représentent  les  résultats  où  ce  rapport  ne 
sort  pas  de  la  limite  de  29  à  21. 

La  3^  part  se  compose  des  38o  1"*  termes  de  la 
puissance  ;  ils  représentent  les  résultats  où  ce  rapport 
sort  de  la  limite  de  3i  à  19. 

La  4'  part  se  compose  des  58o  derniers  termes  de  la 
puissance  ;  ils  représentent  les  résultats  où  ce  rapport 
sort  de  la  limite  de  29  à  21. 

Après  avoir  ordonné  la  suite  des  termes  de  la 
puissance  dont  la  i'^  part  se  compose ,  en  prenant  pour 
les  deux  i  "^  termes ,  les  deux  termes  les  plus  éloignés 
du  terme  c,  et  pour  dernier  terme  le  terme  c,  compa- 
rons cette  suite  à  une  progression  géométrique,  ayant 
le  même  nombre  de  termes  ,  et  pour  ses  deux  1^"  ter- 
mes, les  deux  1"»  de  cette  suite.  Le  1*"  de  ces  deux 
termes  est  celui  de  la  puissance  dans  lequel  les  ex- 
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posans  de  g^  et  de  A  sont  620  et  38o  ;  le  2%  celui  dans 
lequel  ils  sont  619  et  38i.   Désignons  le  1  *'' par y>> ,  le 
2*"  par  (7,  nous   aurons  (lem.  18)   celte  proportion... 

hk  frk 

g  l  p  II ;  2 ^ 

^        hk—z       ^/:  -f  2  4- 1 

Faisant   des  anlecédens    les  conséquens,  nous  aurons 

gk  .        hk 

F  '  ^  '•  ^^^2-f  7   '   hk  —z'' 

Par  construction  z  r=;20  ;   substituant  pour  g^h^k  ei  z 
leurs  valeurs,  nous  aurons     p  \  q  V,  2280  :  2484. 
La    raison    dans   la   progression    géométrique   sera 

— 77-:  mais  par  le  lemnie   18,  dans  la  suite  des  ter- 
2280  ^ 

mes  de  la  l'^'^part,  dans  deux  termes  consécutifs ,  la 
supériorité  du  second  sur  le  premier  ou  la  raison  va  î 
en  augmentant,  plus  on  se  rapproche  du  terme  c,  le  * 
dernier  de  cette  suite.  De  là  on  doit  tirer  la  conséquence 
que  la  somme  des  termes  de  la  i"part  est  plus  grande 
que  la  somme  des  termes  de  la  progression  géométri- 
que à  laquelle  nous  la  comparons. 

Or,  dans  cette  progression  géométrique  dont  le  nom- 

11  1       •        2484 

bre  des  termes  est  21,  laraîson  — ^  et  le  1"  terme  p  , 

'A280  ^ 

la  somme  des  termes  est  50,87  P'  I^onc  la  somme  des 

termes  de  la   1''^  part  a  une  valeur  plus   grande  que 

50,87 />>. 

Dans   la   2^   part ,   après  en  avoir  ordonné  la  suite 

des  termes,  en  prenant  pour  les  deux  1"*  les    deux 

termes  les  plus  éloignés  de  c\  et  pour  le  dernier  le  terme 

le  plus  voisin  de  c ,  on  la  comparera  à  une  progression 


m. 


q    :  p 
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{Géométrique,  ayant  le  même  nombre  de  tet-mes,  et 
les  deux  luêmes  i^"  termes.  Le  i"  de  ces  deux  termes 
est  celui  de  la  puissance  dans  lequel  les  exposans  de  g 
et  de  h  sont  58o  et  ^10  ;  le  ?/,  celui  dans  lequel  ils 
sont  58i  et  419-  Désignons  le  1*^'  par  jy',  le  ?.*  par  </' , 
nous  aurons  (  lem.  19)  cette  proportion 

gh       ^  hk 

gk — z   '   //A--f-z-f-i 

^^^                  f^k 
ou  p      \    q    \\  ry— —    *.    —. . 

i  ^        U-±-z-\ri       gk  —  z  ^ 

Par  construction  zt=ziç^-^  substituant  pour  g^h^k ,  ci  z 
leurs  valeurs,  nous  aurons    p    \  q   W  i32^  ',  ^5io. 
La    raison  dans   la    progression    géométrique   sera 

^^r— >:  mais  (lem.  iq)  dans  deux  termes  consécutifs  de 
^324 

la  suite  delà  2*  part,  la  supériorité  du  2®  sur  le  i^'oula 
raison  va  en  augmentant  à  mesure  que  l'on  se  rappro- 
che du  terme  c.  De  là  suit  la  conséquence  que  la 
somme  des  termes  de  la  2*  part  est  plus  grande  que 
la  somme  d(S  termes  de  la  progression  géométrique  à 
laquelle  on  la  compare. 

Or,  dans  cette  progression  dont  le  nombre  des  termes 

2020 
est  20,  la  raison  ^ — ;  et  le  i^"  ternie  w',  la  somme  des 

23?4 
termes  est  4^|Oï  p'7  donc  on  a  la  somme  des  termes 
de  la  2.^  part  >  48,01  Xp. 

Dans  la  3*  part ,  après  avoir  ordonné  la  suite  des 
termes  en  faisant  du  1"  terme  de  la  puissance  le  der- 
nier terme  de  la  suite  ,  et  des  deux- termes  de  la  puis- 
sance dans  lesquels  les  exposans  de  g  et  de  h  sont  621 
et  379,  622  et  378  les  deux  i*^"^*  termes  de  la  suite,  on 
la  comparera  à  une  progression  géométrique,  ayant  le 
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tiiême  nombre  de  termes  et  les  mêmes  deux  i"*  termes 
que  nous  désignerons  par  x  et  j*. 

Nous  aurons   (lem.   i8)  cette  proportion 


X 


"  M  — z   '  g*^  -j-  z  -f  I  ' 


et  si,  dans  la  suite  des  termes  de  la  3^  part ,  on  prend 
deux  termes  consécutifs  t  et  i^,  la  supériorité  de  t  sur  v 
irait  en  augmentant  à  mesure  que  t  et  i^  s'approche- 
raient plus  du  i"  terme  de  la  suite;  on  aura  donc 
X  *,  j"  ^  t  '.  V.  De  là  suit  la  conséquence  que  la  somme 
des  ternies  de  la  3^  part  sera  plus  petite  que  la  somme 
des  termes  de  la  progression  dans  laquelle  deux  termes 
consécutifs  sont  toujours  '.*.  x  l  j". 

Prenons  une  2^  progression  géométrique  ayant  le 
même  nombre  de  termes,  et  pour  ses  deux  i"*  termes, 
ceux  de  la  puissance  dans  lesquels  les  exposans  font  620 
et  380,621  et  379,  termes quenous  avons  désignés  par^ 
etpar  x.  Danslai"^^  progression  le  rapport  des  deux  i^*"' 
termes  est  celui  de  x  l  j";  dans  la  2^  progression  ce 
rapport  est  celui  de/?  l  x.  Or,  par  lelemme  18,  nous 
avons  p  l  x^  X  l  j";  d'où  suit  la  conséquence  que  la 
sonime  des  termes  est  plus  grande  dans  cette  2^  pro-^ 
gression  que  dans  la  i  '^,  la  somme  des  termes  dans  la 
1*^^  progression  est  plus  grande  que  dans  la  3*  part  ; 
donc  à  fortiori,  la  somme  des  termes  dans  la  2*^  pro- 
gression sera  plus  grande  que  dans  la  3^  part. 

hk                     gk 
Par  lelemme  \g.  p  ',  x  \',  j-, :    -y— ; — . 

'  -^  M  —  z         gk-\~z-^  i 

Par  construction  jz;  r=r  20;  mettant  ^our  g jh^k  et  z  leurs 

valeurs,  il  vient/?  l  x  II  2484  I  2280. 

Or,   dans  cette  2^  progression,  dont  le  nombre  des 

2280 
termes  est  38o,  le  1"  terme  p  et  la  raison  -70-, ,  la 

2404 
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somme  des  termes  est  12,12/?;  donc  on  a  la  somme 
des  termes  de  la  3*  part  <  12,12/7. 

Dans  la  4*^  part,  on  démontrerait  de  même,  à  l'aide 
du  lemme  19,  que  la  somme  de  ses  termes  est  plus 
petite  que  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géouietrique  ,  qui  a  le  même  nombre  de  termes  58o 
et  pour  ses  deux  i*'^'*  termes ,  les  termes  de  la  puissance 
dans  lesquels  les  exposans  de  ^  et  de  h  sont  58o  et 
420,  579  et  421. 

On  trouvera  que  la  somme  des  termes  de  cette  pro- 
gression est  i2,6op'. 

D'où  l'on  tirera  la  conséquence  que  Ton  a  la  somme 
des  termes  de  la  4*  part  <:^  12,60  p'. 

En  résumé,  en  1000  parties,  les  résultats  de  la  1'^ 
des  quatre  parts  que  nous  avons  faites  ,  par  lesquels  le 
rapport  du  nombre  des  parties  gagnées  par  A  au  nom- 
bre de  celles  gagnées  par  B  se  trouve  dans  les  limites 
assignées,  sont  aux  résultats  de  3*^  part,  par  lesquels  ce 
rapport  sort  de  ses  limites,  comme  une  quantité  plus 
grande  que  50,87/?  est  à  une  quantité  plus  petite  que 
12,12/?,  ou  qu'une  quantité  plus  grande  que  6087  à 
une  quantité  plus  petite  que  1212. 

Les  résultats  de  la  3"  part ,  par  lesquels  le  rapport 
des  parties  gag^iées  par  A  et  par  B  se  trouve  renferme 
dans  les  limites  assignées,  sont  aux  résultats  de  la  4^ 
part,  par  lesquels  ce  rapport  sort  de  ces  limites, 
comme  une  quantité  plus  grande  que  48,01/?'  est  à  une 
quantité  plus  petite  que  12,60  /?',  ou  comme  une 
quantité  plus  grande  que  4801  est  à  une  quantité  plus 
petite  que  1260. 

Par  conséquent ,  en  1000  parties  ,  les  résultats  par 
lesquels  le  rapport  des  parties  gagnées  par  A  et  de 
celles  gagnées  par  B  est  renfermé  dans  les  limites , 


m  ) 

sont  aux  résultats  par  lesquels  ce  rapport  sort  de 
tes  limites^  comme  une  quantité'  plus  grande  que 
6087  -r  4^^^  ou  9888  est  à  une  quantité'  plus  petite 
que  12124-  1260  ou  que  2472. 

Donc  enfin  la  probabilité'  d'afvoir  en  1000  parties  un 
résultat  approché  du  rapport  des  chances  de  A  et  de  B 

.       q888 
en  une  partie  a  pour  expression   •  ^   ,  ou  0,7909, 

ou  —  "  "      ,   et   (  prob.    12)  les  probabilités   en    5o 
100000 

et  en  1000  parties  sont  comme  23ô24  l  7959<5- 

THÉORÈME    6. 

Chaque  fois  que  l'on  doublera  le  nombre  des  par- 
ties ,  la  probabilité  d'obtenir  par  leur  résultat  un 
rapport  approché  des  chances  de  A  et  de  B  en  une 
partie  deviendra  de  plus  grande  en  plus  grande.  Or, 
comme  on  peut  doubler  indéfiniment  le  nombre  des 
parties ,  la  probabilité  d'obtenir  par  leur  résultat  ce 
rapport ,  peut  elle-même  approcher  de  la  certitude 
d'aussi  près  qu'on  le  voudra.  Ainsi  une  détermination 
à  posteriori  du  rapport  des  chances  de  A  et  de  B  eii 
une  partie ,  peut  avoir  le  même  degré  de  certitude 
qu'une  détermination  à  priori. 

Ce  théorème  se  démontrera  à  l'aide  des  deux  lemmes 
suivans  : 

LEMME    20. 

Si  dans  les  deux  puissances  du  binôme  (g+  h)  qui 
ont  pour  exposans  {gk  4-  hk)  (  o.gk  -f-  ihk)  ou  n  et  in, 
nous  prenons,  à  la  gauche  du  terme  c,  le  nombre  de 
termes  z,  et  à  la  gauche  du  terme  c  ,  le  nombre  de  ter- 
mes 2Z,  appelant/»  et  q  le  terme  le  plus  éloigné  du 
terme  c,  et  celui  qui  le  précède;  appelant  p  et  q  le 
ferme  le  plus  éloigné  du  terme  c  et  celui  qui  le  pré- 
cède ,  par  le  leinme  18  nous  avons  dans  la  puissance 


(65) 

hk  gk 

n  cette  proportion   q  \  p  ',',   ri *  —, — r^ » 

'^     '^  ^      ^  hk  —  z       g-Ar-f-z-f-i' 

proportion  que  nous  mettrons  sous  cette  autre  forme 

p  :  g  - l^ .  :      ^^^ 

■^  '        '    2gk  -|-  2Z  -f  2    '    2hk  —  22 

Dans  la  puissance  2n ,  nous  aurons  cette  proportion, 
"     '  "    **   ihk  —  2Z   *  2gk  -f-  2z  -^  1  ' 

ou  y  :  ^  ::  — j— r-s — ; —  :  __ . 

De  ces  deux  proportions  on  tire 

P  :Py  ::  igk  +  iz  +  1  :  2gk  -^^z-^  i. 

Or,  lorsque  k  est  un  nombre  élevé',  les  deux  termes 
de  ce  dernier  rapport  sont  sensiblement  égaux. 

Donc,  dans  les  puissances  net  o.n,  à  des  distances 
2  et  2z  à  la  gauche  des  termes  c  et  c\  il  y  a  le  même 
rapport  entre  un  terme  et  celui  qui  le  précède. 

LEMME  21. 

Si  nous  prenons  à  la  droite  du  terme  c  le  nombre  de 
termes  z  ;  à  la  droite  du  terme  r',  le  nombre  de  ter- 
mes 2Z ,  par  le  lemme  19  nous  avons  ces  proportions 
dans  la  puissance  n, 

gk  hk 


••  gk--.z   •   A^  +  z-f.  i' 
Q.gk         ^  7.hk 

'       *  7.gk  —  2Z     *    Q.hk  -J-  22  -f-  2 
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Dans  la  puissance  2/1 , 

^    '   ^     '•   ag-A-  —  2Z  •   ihk  -f  2z  -f-  1 
De  ces  deux  proportions  on  tire 

-  :  "^  :  :  2M  -{-  2z  4-  2  :  ihk  U-  2z  -+- 1  • 

Or,  lorsque  Â^  est  un  nombre  élevé,  les  deux  termes 
du  dernier  rapport  sont  sensiblement  égaux. 

Donc  dans  les  , puissances  n  et  2/z,  à  des  distances  z 
et  iz  à  la  droite  des  termes  c  et  c',  il  y  a  le  même 
rapport  entre  un  terme  et  celui  qui  le  précède. 

COROLLAIRE. 

Dans  le  problème  i3  nous  avons  pris  la  puissance 
du  binôme  (  3-|-2  ) ,  dont  l'exposant  était  looo  ou  n. 
Nous  allons  ici  lui  comparer  la  puissance  du  même 
binôme  dont  les  exposans  sont  2000  ou  in.  Dans  la 
puissance  un  nous  ferons  comme  dans  la  puissance  n  , 
quatre  parts  des  termes  de  la  puissance. 

La  1"  part  se  composera  du  terme  c'  et  des  40  termes 
qui  le  précèdent; 

La  2'  part  des  /\o  termes  qui  suivent  le  terme  c"; 

La  3^  part  des  760  premiers  termes  de  la  puissance  ; 

La  4*  paît  des  1 160  derniers  termes  de  la  puissance. 

Dans  la  puissance  in  nous  ordonnerons  les  termes 
dont  les  deux  premières  parts  sont  composées,  comme 
dans  la  puissance  n  (prob.  i3),  en  prenant  les  deux 
termes  les  plus  éloignés  du  terme  c  pour  les  deux 
premiers  de  la  suite  des  termes  dont  cette  part  se 
compose. 

Dans  les  puissances  du  binôme  que  nous  compa- 
rotis ,  les  exposans  sont  n  et  m.  Dans  la  i'*  et  la 
3*  part  que  nous  avons  faite  des  termes  de  ces  deux 
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puissances,  les  distances  de  leur  i"  terme  aux  ter- 
mes c  et  c'  sont  z  et  22.  Donc,  par  le  lemme  20, 
dans  les  1""  et  3"^  parts  que  nous  avons  faites  des 
termes  de  la  puissance  n  et  de  la  puissance  in^  leurs 
deux   1"*  termes  ont  le  même  rapport. 

Dans  la  2*  et  4*  part,  les  distances  de  leur  1*' 
terme  aux  termes  c  et  c*  sont  z  et  iz.  Donc ,  par  le 
lemme  21 ,  dans  les  2*  et  4*  parts  des  termes  de  la 
puissance  n  et  de  la  puissance  2/2,  leurs  deux  i*" 
termes  ont  le  même  rapport. 

En  appliquant  à  la  puissance  in  les  mêmes  rai- 
sonnemens  qu'à  la  puissance  n ,  nous  serons  con- 
duits à  comparer  la  somme  des  termes  de  la  1'* 
part  dans  la  puissance  in  ^  k  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique  croissante,  dont  les 
deux  1"*  termes  sont  dans  le  même  rapport  que  les 
deux  1""  termes  de  la  progression  à  laquelle,  dans  la 
puissance  «,  nous  avons  comparé  la  somme  des  termes 
de  sa  i"  part  j  mais,  dans  la  progression  que  nous 
comparerons  à  la  i'*^  part  que  nous  avons  faite  des  ternies 
de  la  puissance  in ,  nous  prendrons  la  somme  d'un 
nombre  de  termes  double  de  celui  dont  nous  avons 
]>ris  la  somme  dans  la  progression  que  nous  avons 
comparée  à  la  1'*  part  des  termes  de  la  puissance  n. 
Il  en  sera  de  même  à  ré^,ard  de  la  2*  part  dans  la 
puissance  m  et  dans  la  puissance  n. 

Nous  serons  aussi  conduits  à  comparer  dans  la 
puissance  2w  la  somme  des  termes  de  la  3*"  part  à 
la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
décroissante,  dont  les  deux  1*"  termes  sont  dans  le 
même  rapport  que  les  deux  i"*  termes  de  la  pro- 
gression à  laquelle ,  dans  la  puissance  n ,  nous  avons 
comparé  la  somme  des  termes  de  sa  3*  part  ;  mais 
*  nous  prendrons  dans  la   i'^   de  ces  progressions  un 

5.. 
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nombre  de  termes  double  de  celui  que  nous  avons 
pris  dans  la  2®  de  ces  progressions. 

Il  en  sera  de  même  à  Tégard  de  la  4*  part  dans  la 
puissance   {2.n)  et  dans  la  puissance  n. 

Cela  posé,  dans  une  progression  géométrique  crois- 
sante, dont  les  deux  i  ""  termes  sont  eetdet  dont  la  rai- 
son est  -  ,  on  ac?>e.  Si  dans  cette  progression  on  prend 

un  nombre  de  termes  m  et  un  nombre  de  termes  double , 
ou  2m,  appelante  la  somme  du  nombre  de  termes  m,  s* 
la  somme  du  nombre  de  termes  (am),  on  a  />  2X*. 
Au  contraire ,  dans  une  progression  géométrique  dé- 
croissante, dont  la  raison  est  -,  onad<^e,  et  si  Tony 

prend  un  nombre  de  termes  m'  et  un  nombre  de  termes 
double  ou  2m',  appelant  s"  la  somme  du  nombre  des 
termes  m',  et  s'"  la  somme  du  nombre  des  termes  2m', 
on  a.  s"  <^  us". 

Or,  les  chances  que  Ton  a  pour  que  dans  un  nombre 
de  parties  le  nombre  de  celles  gagnées  par  A  soit  au 
nombre  de  celles  gagnées  par  B  dans  le  rapport  ap- 
proché des  chances  de  A  et  de  B  en  une  partie ,  sont 
représentées  par  s  pour  le  nombre  n  de  parties  ,  par  / 
pour  le  nombre  2n  de  parties. 

Les  chances  contraires  sont  représentées  par  5"  et  *". 

Ainsi,  en  doublant  le  nombre  des  parties,  le  nombre 
des  chances  favorables  fait  plus  que  doubler,  et  le 
nombre  des  chances  contraires  fait  moins  que  doubler. 

Donc  la  probabilité  d'une  chance  favorable  aug- 
mente chaque  fois  que  Ton  double  le  nombre  des 
parties,  et  cette  probabilité  peut  ainsi  approcher  d« 
la  certitude  d'aussi  près  qu'on  le  voudra.  Ce  corol- 
laire est  une  démonstration  du  théorème  précédent. 
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PROBLÈME  XIV. 

Si  dans  un  nombre  de  numéros  n  on  désigne  un 
nombre  p  de  numéros ,  quel  est  le  nombre  x  de  nU' 
méros  qu'il  faut  tirer  pour  qu'il  y  ait  égale  pro- 
babilité que  tous  les  numéros  désignés  sortiront  ? 

Si  tous  les  numéros  désignés  se  rencontrent  dans  cette 
portion  x  des  numéros,  en  prenant  toutes  les  permuta- 
tions de  Texposant/?  de  ce  nombre  x  de  numéros,  la 
permutation  qui  se  compose  de  tous  les  numéros  dé- 
signés sera  une  de  ces  permutations. 

Or,  d'une  part ,  cette  probabilité  a  pour  expression 
(tbéor.  i")  le  nombre  des  permutations  de  l'expo- 
sant j9  d'un  nombre  x  de  lettres ,  divisé  par  le  nombre 
des  permutations  du  même  exposant/?  d'un  nombre /i 
de  lettres. 

D'une  autre  part,  cette  probabilité  doit  avoir  pour 
expression  ^. 

Nous  aurons  donc  cette  équation 

X .  {x —  i  ) .  {x — 2). . .  ,x — (p — 1  ) £ 

n,(n — 1).(« — 2). . .  .n — (/?=i)        2* 

Cette  équation  sera  du  degré  p. 

Si  l'on  avait  demandé  quel  nombre  de  numéros  il 
faudrait  tirer,  pour  qu'il  y  eût  égale  probabilité  qu'au- 
cun des  numéros  désignés  ne  sortira,  ce  nombre  serait 
celui  des  numéros  resté  dans  la  roue  dans  l'autre 
"question  et  aurait  pour  expression  n  —  x. 

COROLLAIRE. 

Le  problème  précédent  trouverait  son  applicatron , 
si,  ayant  à  vérifier  l'exactitude  d'un  grand  nombre  de 
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faits,  ou  un  compte  renfermant  un  grand  nombre 
d'articles  de  recette  et  de  dépense,  on  voulait  savoir 
quel  nombre  de  faits  ou  d'articles  du  compte  il  se- 
rait nécessaire  d'avoir  vérifié  pour  être  en  droit  de 
conclure,  les  ayant  trouvés  tous  exacts,  qu'il  y  a  égale 
probabilité  que  Tensemble  du  compte  ou  des  faits  est 
exact. 

Si  dans  les  équations 

j:X(:c— i)X(^-2)..  .{x—p)  _  ^ 
nX^(— i)X(«— 2)...(«— p)  ~  2* 
on  fait  «=  100,/?=  I,     il  vient     a:  =  5oet«  —  a:=5o; 

ce  n'est  donc  qu'après  avoir  vérifié  la  moitié  des  faits 
'  ou  des  articles  du  compte  et  les  avoir  trouvés  exacts  , 
qu'on  a  une  égale  probabilité  que  l'ensemble  des  faits 
ou  du  compte  est  exact. 

Si  dans  les  mêmes  équations  on  fait  /ir=ioo,^  =  2, 
il  viendra      j:  =  7i,et«  —  xz=zi^. 

Ce  ne  sera  donc  qu'après  la  vérification  de  29  articles 
du  compte  qu'on  aura  une  égale  probabilité ,  qu'il  ne 
se  trouve  pas  dans  le  compte  plus  de  deux  articles  à 
rejeter. 

PROBLÈME  XV. 

On  demande  la  probabilité  que  dans  un  tirage  tous 
les  numéros  se  suivront  dans  l'ordre  numérique.  Ce 
problème  a  été  proposé  par  Euler. 

Soit  c  ,  le  nombre  absolu  des  numéros,  nie  nombre  » 
des  numéros  d'un  tirage. 

Donnons  successivement  différentes  valeurs  au  i*"'  nu- 
méro sortant ,  et  au  nombre  n  des  numéros  sortant 
dans  un  tirage. 


(  V  ) 

Faisons  d'abord  n=  2,  et  pour  le  i*^'^  numéro  sor- 
tant prenons  (i), 

La  combinaison  des  numéros  i  et  2  donnent  deux 
permutations  de  numéros  qui  se  suivent  (i  et  2.)  (2  eti). 
Au  numéro  (i)  substituant  le  numéro  (3),  on  obtient 
une  autre  combinaison  et  deux  autres  permutations. 
En  continuant  delà  même  manière  on  arrivera  au  nu- 
méro c  le  plus  élevé  par  un  nombre  (c — i)  de  subs- 
titutions qui  donnent  (c — ï),de  combinaisons  et 
2X  (c  —  0  de  permutations  où  les  numéros  se  suivent. 

Faisons  n—3j  et  pour  le  i^'^  numéro  sortant  prenons 
encore  (i), 

La  combinaison  des  numéros  (i ,  2 et 3)  donne  deux 
permutations  (i,  2  et  3)  (3,  2  et  i)  où  les  numéros  se 
suivent.  Au  numéro  (i)  substituant  le  numéro  (4) ,  on 
obtient  une  autre  combinaison  et  deux  autres  permu- 
tations. En  continuant  ainsi ,  on  arrivera  au  numéro  c, 
le  plus  élevé  par  un  nombre  (c — 2)  de  substitutions, 
qui  donnent  un  nombre  (c  — 2)  de  combinaisons  et  un 
nombre  2X  (c  —  2)  de  permutations  où  les  numéros 
se  suivent. 

Généralement,  le  nombre  des  permutations  de  l'ex- 
posant n,  où  les  numéros  se  suivent  dans  Tordre  où 
ils  ont  été  tirés,  a  pour  expression  2  X  (c  — «  +  1). 

Le  nombre  entier  des  permutations  de  l'exposant  n 
estc.(c— i).(c  — 2) (c  — /i-f  2)   (c  — /z-l-  i). 

La  probabilité  dans  un  tirage  d'amener  des  numéros 
qui  se  suivent  dans  Tordre  où  ils  ont  été  tirés,  a  pour 
expression 

2X(c— /i-l-i) 

c.(c— i).(c  — 2) (c— rt-f  2).(c  — rt+i); 

cette  expression  se  réduit  à 

c,(c— i).(c — 2)..,...    (c— n-f-2)- 


(7^) 
Si  Ton  n'avait  point  égard  à  Tordre  numérique  dans 
lequel  les  numéros  sont  sortis,  alors,  dans  chaque 
combinaison  de  l'exposant  n,  le  nombre  de  permu- 
tations de  numéros  qui  peuvent  se  suivre  en  les  pla- 
çant à  volonté  sçrait 

[/l.(72—  i).(/i— 2)....  X  i]X(c  — /z+i); 

et  la  probabilité  dans  un  tirage  d'amener  des  numéros 
qui  peuvent  se  suivre  en  les  plaçant  à  volonté,  a  pour 

expression  n  ,   {n  —  i) . (n  —  2) i 

c  .    (c  —  1) .  (c  —  2) . .  .  (c —  n  -f-  2). 

PROBLÈME  XVI. 

La  loterie  se  compose  de  go  numéros ,  un  tirage  se 
compose  de  5  numéros.  On  demande  en  quel  nombre 
de  tirages  il  y  a  probabilité  égale  que  les  90  numé- 
ros de  la  loterie  sortiront. 

Ce  problème  ne  diffère  du  problème  2,  que  dans 
le  nombre  des  numéros  de  la  loterie  et  des  numéros, 
sortant  dans  un  tirage.  Par  la  marche  suivie  dans  la 
solution  du  problème  2 ,  on  aurait  à  calculer  les 
chances  d'un  nombre  de  tirages  très  grand,  pour  trou- 
ver le  nombre  de  tirages  dans  lequel  la  probabilité 
que  tous  les  numéros  de  la  loterie  sortiront,  aurait 
pour  expression  \.  On  aura  recours  au  moyen  suivant 
pour  ne  pas  se  jeter  dans  un  pareil  calcul. 

La  probabilité  qu'un  numéro  désigné  sortira  dans  un 
tirage,  a  pour  expression  -j-.  Si,  après  plusieurs  tirages, 
le  nombre  des  numéros  qui  dans  l'ordre  des  probabilités 
resteront  à  sortir,  est  n ,  dans  le  tirage  suivant   il  est 

probable  que  de  ce  nombre  n  il  en  sortira  le  nombre  -^  . 

Sur  cette  base,  nous  composerons  un  tableau  dans 
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lequel  la  i'*  colonne  indique  le  rang  du  tirage  ;  la  2*  le 
nombre  des  numéros  qui ,  lorsqu'on  en  est  à  ce  tirage, 
restent  à  sortir  suivant  les  probabilite's  ;  la  3*  indique, 
sur  lenombredes  numéros  qui  restent  à  sortir  lors  d'un 
tirage  ,  le  nombre  qu'il  en  doit  sortir  dans  ce  tirage  ; 
la  4*  indique  le  nombre  des  numéros  sortis  tant  dans 
ce  tirage  que  dans  les  précédens. 

Dans  chaque  ligne,  le  terme  de  la  2*  colonne  se 
compose  de  la  différence  de  90,  au  nombre  de  la 
4*^  colonne  dans  la  ligne  supérieure.  Nous  mettrons 
dans  cette  2*  colonne,  l'entier  le  plus  approchant  de 
cette  différence. 

Arrivé  dans  ce  tableau  à  ce  que,  suivant  les  probabi- 
lités, il  ne  reste  plus  à  sortir  qu'un  seul  numéro,  ce  qui 
se  rencontrera  au  7  3*  tirage,  on  se  trouvera  dans  la  posi- 
tion où  l'on  aurait  à  résoudre  ce  problème.  Un  numéro 
de  la  loterie  étant  désigné,  déterminer  le  nombre  de  ti- 
rages dans  lequel  il  y  a  probabilité  égale  que  ce  numéro 
sortira.  Cette  espèce  de  problème  est  résolue  (prob.  3). 
Appelant  x  le  nombre  cherché ,  on  a  cette  équation 

log.  2  o,3oio3o 

log.  go— log.  85         0,024824* 

qui  donne  en  nombres  entiers  x^  i2etx<^i3.  Au 
nombre  des  tirages  précédens,  ajouant  12  ou  1 3,  nom- 
bre des  tirages  subséquens  ,  on  conclura  qu'il  y  a  à  pa- 
rier un  peu  plus  de  i  contre  i ,  que  tous  les  numéros 
sortiront  en  85  tirages  et  moins  de  i  contre  i ,  qu'ils 
sortiront  en  84  tirages. 
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Remarque  sur  le  Problème  XVI. 

[Dans  son  Traité  des  probabilités,  Laplace  a  résolu 
le  même  problème- 

Appelant  u  le  nombre  des  numéros  de  la. loterie ,  t  le 
nombre  des  numéros  d'un  tirage ,  x  le  nombre  des 
tirages  dans  lequel  il  y  a  probabilité  égale  que  tous 
les  numéros  sortiront ,   il  est  arrivé  à  l'équation 


X  ==  log.  (  \/2   :    V^: 
log.     {u      :      u 


0- 


(  75) 
Faisant  «  =  90,  <  t=:  5,  on  a  les  valeurs  suivantes  : 

log.  2  ■=.  o,3oio3oo, 

log.   V^  2  m  o ,  oo33666 

qui  répond  au  nombre  1,00778. 

90 

V/2  —  1  =  0,00778  , 

log.  0,00778  =  7,8909796, 

9o_  9o_ 

log.    V^2  :    \/2  —  1  =  10, 0033666  —  7*8909796 
=  2,1 123870, 

.éliïr-  log.  1^  =  0,0248236, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  il 

2,1123870         o„     ^ 

vient  x  =  -^ —^=85,16. 

0,0240200 

Si  Ton  applique  cette  formule  au  cas  où  2  serait  le 
nombre  des  numéros  de  la  loterie,  i  le  nombre  des 
numéros  d'un  tirage ,  cas  dans  lequel  il  est  évident 
qu'il  y  a  probabili  té  égale  que  les  deux  numéros  de  la 
loterie  sortiront  en  deux  tirages ,  on  devrait  trou- 
ver a:  =  2. 

Cependant  si  Ton  fait  m  =  2 ,  <  =  i  ,  on  trouvera  les 
valeurs  suivantes  ; 

log.    v/^  =  o>i5o5i5o, 
qui  répond  au  nombre  1,4*42; 

y/2—   I   =0,4142, 
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log.  0,4142  =  9,6172101, 

log.  (  Y 1  :  ^  1  —  I  )  =  io,i5o5i5o  —  9,6172101 
=  o,5333o49i 

log.  -  =:  o,3oio3oo. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule,  il  vient 

o,5333o4q  /•  n      1»   >   •• 

X  =  — -1^  =  1 ,  7698  ,    d  ou  il  parait  résulter 

qu'il  y  aurait  avantage  sensible ,  et  non  e'galite' ,  à  pa- 
rier que  les  deux  nume'ros  de  la  loterie  sortiront  en 
deux  tirages. 

En  effet ,  si  en  accouplant  deux  tirages  consécutifs , 
il  y  avait  probabilité  égale  que  dans  177  tirages  les 
deux  numéros  de  la  loterie  sortiraient  5o  fois  en 
deux  tirages  consécutifs  ,  dans  200  tirages  les  deux 
numéros  de  la  loterie  auraient  à  sortir  56  fois  en  deux 
tirages  consécutifs.  Ainsi  en  pariant  i  contre  i,  A  que 
les  deux  numéros  de  la  loterie  sortiront  en  deux 
tirages  consécutifs ,  B  qu'ils  ne  sortiront  pas  ;  dans 
Tordre  des  probabilités ,  A  devrait  gagner  56  fois ,  B  ne 
gagner  que  44  fo*s ,  et  en  résultat  B  serait  en  perte  de 
12  paris.] 
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PROBLÈME  XVJI. 

Jouant  l'extrait  à  la  loterie  et  faisant  une  mise  de  trois 
francs ,  la  placera-t-on  sur  un  seul  numéro,  ou  la 
distribuera-t-on  également  sur  trois  numéros  dans  le 
même  tirage ,  ou  sur  un  numéro  dans  trois  tirages  suc- 
cessifs  ? 

La  loterie  donne  à  celui  qui  a  joué  sur  un  des  nu- 
me'ros  sortant,  outre  sa  mise  qu'elle  lui  rend ,  une 
prime  de  i4  fois  cette  mise. 

Or,  1°.  la  mise  entière  étant  placée  sur  un  seul  nu- 
méro, la  probabilité  que  ce  numéro  sortira,  a  pour 

5 
expression  —  ;  rexpeclative  de  cette  éventualité  a  pour 

valeur 

—  X3x  i4'==2S3333... 

2**.  La  mise  étant  également  distribuée  sur  trois  nu- 
méros dans  le  même  tirage,   la  probabilité   qu'il  en 

sortira  un  des  trois ,  a  pour  expression  —  X  3  ;   Tex- 
pectative  de  cette  éventualité  a  pour  valeur 
—  X  3  Xi4=  2^3333... 

La  probabilité    qu'il   en  sortira    deux  est 

5        4       3.2     „  .        , 

—  X  ô^  X ;   1  expectative   de  cette  éventualité  a 

90       89       î. 2 

pour  valeur 

5        4        3.2  ,f         . 

—  X^X  X2X  14=  o%20o6. 

90      89       1 . 2  ^  ^ 

La  probabilité   qu'ils    sortiront   tous  les  trois    est 

543 

—  X^-'XôBi    Texpectative  de   cette   éventualité    a 
90      09       00 


'^' 
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pour  valeur 

La  somme  des  valeurs  de  ces  trois  expectatives ,  ou 
la  valeur  de  Texpectative  que  donne  cette  mise ,  est 
2^,5464. 

3**.    La  mise  étant  également    distribuée    sur    un 
numéro  dans  trois  tirages  successifs,  la  probabilité  que 
dans    ces    trois  tirages   un  des   numéros   sortira,    est 
5 
—  X  3  ;  l'expectative  de  cette  éventualité  a  pour  valeur 

Ax3x  i4'  — 2',3333... 

La  probabilité  que  deux  de  ces  numéros  sortiront  dans 

5         5        3X2 

les  trois  tirages  ,  est  —  X  —  X ;   l'expectative 

90       90  I . 2  * 

de  cette  éventualité  a  pour  valeur 

,5         5        3X2  ,r         r     ^  .. 

—  X  —  X  ----  X  2  X  14  =  0^2596. 
90       90       1  X  2  ^ 

La   probabilité   que  le  numéro    qu'on  a  mis  sortira 

5         5         5 
dnns  chacun  des  trois  tirages  .est  —  X  —  X  — ;  l'ex- 

90       90       90 

pcctative  de  cette  éventualité  a  pour  valeur  »o»f 

555 

—  X— X— X3X  14'— 0^0072. 
90      90      90 

La  somme  des  valeurs  de  ces  trois  expectatives,  ou 
la  valeur  de  l'expectative  que  donne  cette  dernière 
mise ,  est  2^,6001. 

Les  valeurs  des  expectatives  que  donnent  ces  trois 
différentes  mises  sont  donc,  2',3333,  2^5464,  2^,6001 . 

Ainsi  de  ces  trois  manières  de  placer  sa  mise,  la  moins 
désavantageuse  est  de  la  distribuer  sur  trois  numéros 
dans  trois  tirages  successifs  ;  mais  de  toute  manière ,  la 
valeur  de  l'expectative  se  trouve  inférieure  à  la  mise. 
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DÉFINITION. 

L'expectative  d'un  joueur  est  la  somme  qu'il  peut 
gngner,  inullipliée  par  Texpression  de  la  probabilité 
qu'il  a  de  la  ^ap,ner. 

PROBLÈME  XVIIL  , 

A  ,B  ,C  e<  D  jouent  successivement  l'un  contre  Vautre. 
Le  gagnant  reste  au  jeu.  Chaque  fois  qu'un  des  joueurs 
entre  au  jeu  ,  il  paye  une  nouvelle  mise.  La  somme 
des  enjeux  est  acquise  à  celui  qui  a  gagné  successive- 
ment tous  les  autres.  Les  joueurs,  après  plusieurs  par- 
ties ,  conviennent  de  cesser  le  jeu  et  de  partager  les 
enjeu  t.  On  demande  dans  quelle  proportion  doit  se 
faire  le  partage  entre  eux  ? 

Au  moment  où  la  partie  se  rompt,  elle  se  trouve 
nécessairement  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  posi- 
tions 

1*""  Cas  :  un  des  joueurs  C  vient  de  gagner  successi- 
vement A  d'abord,  ensuite  B,  il  ne  lui  reste  plus  c[ue 
D  à  ga<;ner. 

2*  Cas  :  B  vient  de  gagner  A,  il  a  encore  à  gagner 
C  d'abord  ,  ensuite  D. 

Appelons  m  la  mise  que  Ton  paye  chaque  fois  qu'on 
entre  au  jeu,  S  la  somme  des  enjeux,  lorsque  la  partie 
est  rompue  ,  observant  que  cette  somme  doit  se  com- 
poser non  seulement  des  mises  de  ceux  qui  ont  été  et 
qui  sont  au  jeu,  mais  encore  des  mises  des  joueurs 
qui  ont  encore  nécessairement  à  rentrer  au  jeu,  av;an  ^ 
que  la  partie  puisse  finir. 

Dans  le  i"  cas ,  désignons  dans  le  partage  les  parts 
de  A,  de  B,dc  C  et  de  D  par  les  fractions 


P'   î'   r'    / 
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Bans  le  2*  cas,   désignons  les  parts  de  A,  de  B, 
de  C,  de  D ,  par  les  fractions 


x'  y  z'  V 


Commençons  par  déterminer  dans  le  i*»"  cas  la  part 
deC. 

La  partie  générale  se  continuant,  C  pouvait  perdre 
ou  gagner  la  partie  qu'il  allait  jouer  avec  B.  La  pro- 
babilité de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  deux  éventualités 
a  pour  expression  i.  Par  le  gain  de  cette  partie,  la 
somme  S  des  enjeux  était  acquise  à  C ,  expectative  dont 
la  valeur  est  ^  S.  La  perte  de  cette  partie  aura  ces 
deux  résultats  ,  le  i**"  de  donner  à  rentrer  au  jeu  à 
A  et  à  B,  ce  qui  porterait  la  somme  des  enjeux  à 
(S  -|-  2  m)  ;  le  2*  de  placer  C  dans  la  position  respective 
de  A  au  second  cas ,  où  sa  part  dans  la  somme  des  en- 
jeux serait  -.  Cette  2*^  éventualité  donne  à  C  l'expec- 
tative- X  (S-l-  2m),X  -.  Or,  dans  le  partage  ,  la  part 
2  X 

de  C  f -J  est  la  somme  de  ces  deux  expectatives,  ce 
qui  donne  cette  i"^  équation 


-=-S-t-(S  +  2m)X-X  -. 
r         2  '2         X 


Pour  les  autres  joueurs,  la  perte  de  cette  partie  aies 
résultats  de  faire  rentrer  au  jeu  A  et  B ,  de  les  obliger 
à  payer  une  autre  mise ,  ce  qui  pour  eux  a  la  valeur 
négative  (  —  m)  ;  de  porter  la  somme  des  enjeux  à 
(S -f-  2m),  enfin  d'amener  la  partie  générale  dans  la 


(8i  ) 
position  du  2*  cas,  avec  cette  diffe'rence  que  les  joueurs, 
au  lieu  d'être  dans  Tordre  A, B,C,D,  sont  dans  Tordre 
D,C,A,B  ;  ce  qui  donne  à  D  Texpectative 

à  B  Texpectative 

^  X  (—  m)  4.  i  X  (S-f  2  m)  X  -  ; 
à  A  Texpectative 

-  X  (—  m)  -f-  -  X  (S  +  2m)  X  ^  ; 
et  ce  qui ,  pour  de'terminer  dans  le  partage  les  parts 

de  D  7,  de  B  - ,  de  A  -,  donne  les  3  autres  e'quations 
^  ?r  P  ^ 

SX^=  ^X(S+2m)X;^; 

S  X  i  =  ^  X  (-  m)  +i  X  (S-f-'^m)  X^  ; 

SX-=  ix(  — m)  +  lx(S4.2m)x-. 
p        2,  2  z 

Passons  au  2'  Cas. 

B  peut  perdre  ou  gagner  la  partie  qu'il  va  jouer 
avec  C  ;  s'il  la  gagne ,  on  tombe  dans  la  position  du 
i*"^  cas,  avec  cette  diffe'rence  que  Tordre  des  joueurs  y 
est  changé,  et  qu'au  lieu  de  A ,  B ,  C ,  D,  il  est  A ,  C ,  B ,  D. 
Cette  e'ventualité  donne  Texpectative 

àB-xSx-,  àD-xSX7,àA-XSX-... 
2  ri  t  2.  p 

àC  -xsx-. 

2  q 

Si  B  perd  la  partie  qu'il  joue  avec  C,  cette  e'ventua- 
lité a  pour  résultats  de  faire  rentrer  au  jeu  A ,  de  To- 
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bliger  à  payer  une  nouvelle  mise  ,  ce  qui  a  pour  lui  la 
valeur  négative  —  m,  de  porter  la  somme  des  enjeux 
à  S+m.  Du  reste,  la  position  de  la  partie  générale  est 
encore  la  même  ,  avec  la  seule  différence  que  Tordre 
des  joueurs  y  est  changé,  et  qu'au  lieu  d*être  A  ,B  ,C  ,D, 
il  estB,C,D,A;  ce  qui  donne  cette  2'  expectative  à  B 


àC 


D 


à  A 


ix(S  +  m)i, 


^X(S  +  m)x^, 


ix(S+m)i 


1  X  (—  ^)  -f  -  X  (S  +  m)  -  ; 

2  2  f 


et  ce  qui,  pour  dé  terminer  dans  le  partage  les  par  tsjdeB  -, 
deC,  -,de  A,  -,deD,  -,  donne  ces  quatre  dernières 

z  X  i^ 

équations  : 
SX-=^XSX7+^X(S4-^)X^, 

Sx-=-XSx7-i--X(S-f-m)X^, 
w       2  /        2  z 

SX-=-XSx-  +  -X(-m)44x(S-f.m)X-, 
X       2.  />   '    2  2  i» 

z       2  ^     ^  '  ^ 

Nous  avions  huit  inconnues,  nous  avons  le  même 
nombre  d'équations.  Le  reste  de  la  solution  du  pro- 
blème se  réduit  ainsi  à  de  simples  substitutions. 

COROLLAIRE. 

Après  la  i''  partie  que  Ton  joue ,  un  des  joueurs  a 


♦  f- 
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une  partie  de  gain ,  un  autre  entre  au  jeu.  Il  y  a  re* 
tour  à  cette  position  de  la  partie  générale ,  toutes  les 
fois  que  celui  qui  avait  une  ou  plusieurs  parties  de 
gain ,  perd  celle  qu'il  joue.  Si  k  est  le  nombre  des 
joueurs,  le  gain  de  la  partie  générale  ne  sera  acquis 
à  celui  qui  a  déjà  une  partie  de  gain  ,  que  s'il  gagne 
encore  de  suite  le  nombre  (k  —  2)  de  parties.  Par  le 
théorème  i*",  cette  éventualité  a  pour  expression  de  sa 

probabilité— j^;^.   Par  le  corollaire   du  théorème  4» 

l'éventualité  contraire,  ou  celle  d'un  retour  de  la  partie 
générale  à  la  même  position,  a  pour  expression 


Si  l'on  demande  en  combien  de  retours,  il  y  a  pro- 
babilité égale  que  la  partie  générale  sera  gagnée,  dans 

loff  2 

l'équation  du  problème  3 . .  .   nz=  , ; ^ ,  , 

^  ^  .  log(a-f.ô)— log^ 

où  71  sera  le  nombre  demandé,  nous  aurons. 

«-f-^=::2''"*,^=2*"'' —  I  ;  substituant  ces  valeurs,  il  vient 


log  2''-'*— log  (2''-*--i) 


Si  la  partie  se  jouait  entre  lopersonnes,  nous  ferions 
,•4=  10,  ce  qui  donnerait  n=  l'j'j. 
•     Ou  peut  demander  combien,  dans  l'ordre  des  proba- 
bilités, il  doit   y  avoir  de  parties  simples  entre  un 
retour  et  un  autre  retour. 

Entre  deux  retours ,  il  peut  y  avoir  un  nombre  de 
parties  plus  ou  moins  grand.  Ces  difFérens  nombres 

sont    Â:  — 3,  ^  — 4,  Â:  — 5 ^  — (^— i).    Par    le 

théorème  i",    ces   différentes  éventualités    ont  pour 

6.. 
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expression  de  leurs  probabilités  ^,^.  •  .^^. 

0?        2"^    2^  1 

OU  —  X-^ï  li'  "  •-•  L'expectative dunombre départies 
que  donnent  toutes  ces  éventualités  a  pour  expression 

(*  -  3)x|-^  +  {k  -4)  X  2j*  +  (A  _  5)  X  ^,. . . .  ixi 

dont  la  valeur,  lorsqu'on  fait  ^  =  lo,  est   ^^ ,. 

1024 

Nous  venons  de  voir  que  dans  la  position  où  l'un 
des  joueurs  qui  est  au  jeu  a  une  partie  de  gain,  où 
l'autre  entre  au  jeu,  il  y  avait,  dans  la  partie  générale, 
probabilité  de  177  retours  à  cette  position.  Il  y  aurait 
donc  ,  dans  la  partie  générale ,  probabilité  d'un  nom- 
bre de  parties  qui  a  pour  expression 

,„x-^  =  34.. 

''        1024 

Ainsi  à  la  suite  de  la  i"  partie  ,  ou  d'un  retour  à  la 
même  position  de  la  partie  générale ,  il  est  probable 
qu'il  se  jouera  34 1  parties  simples  avant  que  la  partie 
générale  soit  gagnée. 

PROBLÈME  XIX. 

Une  urne  contient  neuf  boules  blanches  et  une  seule 
boule  noire  y  on  tire  de  cette  urne  une  boule  que  l'on  y 
remet  /  la  même  chose  se  répète  cinq  fois  dans  ces 
cinq  tirages  :  déterminer  la  probabilité  d'obtenir  en 
majorité  des  boules  blanches. 

Représentons  par  a  l'éventualité  de  tirer  une  boule 
blanche,  par  b  l'éventualité  de  tirer  une  boule  noire. 
Les  chances  de  toutes  les  éventualités  de  ces  cinq  ti- 
rages  seront  représentées  par  la  5*"  puissance  du  bi- 
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nome  (û  -f  ^) ,  savoir  : 

«5+5  ail? -i- 10  a^b''+  lo  a*^^+5  ab^  +  b^. 

La  probabilité  de  réventualite'  d'amener  dans  un  ti- 
rage une  boule  blanche,  ayant  pour  expression  -^,  et 
la  probabilité'  de  TeVentualité  d'amener  une   boule 

noire — ,  nous  ferons  a=  —,  b=. — :  substituant  ces 
lo  lo'  lo' 

valeurs  de  <z  et  de  ^  dans  les  termes   de  la  puissance 

«5,  5  a^b,  lo  a^b"^ ,  lesquels  expriment  le  nombre  des 

chances  des  éventualités  qui  donnent  en  majorité  des 

boules  blanches ,  nous  aurons 

«5+ 5  «^^4- lo  «3^*= -^âiii. 

looooo 

Il  y  aurait  donc  99144  à  parier  contre  856 ,  ou  plus 
dS  100  contre  i,  qu'on  aura  en  majorité  des  boules 
blanches. 

TROISIÈME  PARTIE. 

DES  ANNUITÉS. 
Définition. 

L'annuité  est  une  somme  que  Ton  paie  tous  les  ans 
au  commencement  de  l'année ,  et  qui ,  avec  les  inté- 
rêts ,  est  remboursable  en  un  seul  paiement  à  l'expi;- 
ration  de  la  dernière  année  stipulée  au  contrat. 

L'amortissement  est  une  somme  que  l'on  ajoute  à 
l'intérêt  d'un  capital  emprunté  ,  par  le  paiement  da 
laquelle  on  finit  par  se  trouver  libéré. 
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PROBLÈME  I". 

Soit  r  le  taux  de  V intérêt,  a  l'annuité,  n  le  nombre 
d'années  stipulées  au  contrat,  s  la  somme  remboursable 
à  r  expiration  de  la  dernière  année.  Deux  de  ces  trois 
quantités  a,  n,  s  étant  données,  déterminer  la  troi- 
sième. 

Par  raccroissement  de  l'intérêt ,  rannuité  payée  au 
commencement  de  la  i'*  année  représente  à  son  expi- 
ration la  valeur  a  X  (  i  -f-  '')  >  ^  l'expiration  de  la 
2®  année  la  valeur  «X(i-f-'')%età  l'expiration  de 
la  dernière  année  la  valeur  a  X  (  i  +r)". 

L'annuité  payée  au  commencement  de  la  2^  année 
représentera  à  l'expiration  de  la  dernière  année  la  va- 
leur «  X  (  i -|- '')""  ^ 

Cela  suffit  pour  voir  qu'au  terme  du  paiement  la. 
somme  des  valeurs  de  toutes  les  annuités  a  pouf  ex- 
pression le  produit  de  a,  par  la  somme  des  termes éle 
la  progression  géométrique 

ff  (i+r)«  :  (i+r)»-^   :  (i-|-r)«-\...   :  (i-|-r)«-"C-0 
Or,  la  somme  de  cette  progression  a  pour  expression, 

r 
ce  qui  donne  cette  1'^  équation 

*  =  7X[(i+rr-*-*--(i-f-r)], 
de  laquelle  on  tire  ces  deux  autres  équations 


(i+rr-^'-Ci+r)' 

n  — log.  [^r-hfl(i  +  r)]  — log.  a 
log.  (ï-fr) 


m 
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PROBLÈME  II. 

On  a  attaché  à  V emprunt  (Tun  capital  de  1 00000' 
un  amortissement  de  1  p.  ^.  On  demande  le  temps 
dans  lequel  la  libération  sera  opérée  ? 

La  somme  destinée  à  ramortissement  est  de  1000^ 
par  an.  Mais,  au  lieu  de  la  payer  au  commencement  de 
Tannée,  le  i*"^ paiement  ne  se  fait  qu'à  l'expiration  du 
1"  semestre  et  n'est  que  de  la  moitié  de  Tamortisse- 
ment.  Les  paiemens  vont  ensuite  en  se  continuant  sur 
le  même  pied  de  semestre  en  semestre. 

Pour  ramener  ce  problème  aux  e'quations  du  pro- 
blème pre'cédent ,  il  suffira  de  prendre  pour  l'annuité 
la  moitié  de  l'amortissement  et  pour  intérêts  la  moitié 
de  l'intérêt  annuel,  n  sera  le  nombre  des  paiemens  4 
faire  pour  arriver  à  une  entière  libération.  Les  paie- 
mens ne  commençant  que  6  mois  après  la  date  de 
l'emprunt  et  se  continuant  de  6  mois  en  6  mois,  le 
temps  dans  lequel  on  sera  libéré,  aura  pour  expression 

le  nombre  d'années . 

Or,  l'équation  du  problème  précédent,  qui  s'applique 
à  la  question  proposée,  est 

log.  (5r  4-  a  X  \-^r)  —  log.  a 

"-"  log.(i+0  ~~        '* 

faisant  dans  cette  équation 

5  =  100000^,     r  =  o,025,     a  =  5oo', 

.,    .     ,        ,  log.  (25oo-t-5ooXo,o25)  —  log.  5oo 

il  vient   n  4-  1=  -t S= — — 

log.  1 ,020 

="'779957  ^         3 


•* 
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n-h  i 


Ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  ou  du  temps 


dans  lequel  on  sera  libéré ,  36  ans  4  mois  1 2  jours. 

PROBLÈME   III. 

On  demande  la  somme  qu'il  faudrait  donner  présen- 
tement,  pour  jouir  lo  ans  plus  tard  d'une  annuité  de 
looo^ pendant  20  ans? 

Appelons  cette  somme  /.  A  l'expiration  de  la  lo^  an- 
née cette  somme  (comme  nous  venons  de  le  voir, 
probl.  i")  aura  par  Taccroissement  de  Tintérêt  la  va- 
leur /  X  (  I  +  r)^'  On  se  trouvera  ainsi  avoir  avancé 
cette  valeur  au  moment  où  Ton  entrera  en  jouissance 
de  l'annuité.  Par  compensation  il  faut  du  montant  de 
l'annuité  i  ooo^  déduire  l'intérêt  de  la  somme  dont  on 
est  en  avance;  ce  qui  réduit  cette  annuité  à  (  iogo*^ 
—  sXii+ry^Xr), 

Or,  l'équation  du  problème  i*",  qui  s'applique  à  la 
question  proposée,  est 


On  fera  dans  cette  équation 

'^  =  /X(i+r)'°,  û=iooo-^'X(i-frrXr,  7i=2o. 
Par  ces  substitutions  ,  on  aura 
'^.  j    MO     riooo-^^X(i+r)'°Xr)X[(i-fr)-'-(i+r)]  ; 

d'où  l'on  tire  /  =  7791^ 


(%) 

PROBLÈME   IV. 

La  dépense  âtun  canal  est  évaluée  un  million.  Une 
compagnie  en  fait  l'entreprise ,  et  le  gouvernement 
lui  concède  pour  loo  ans  la  jouissance  du  péage  qui 
sera  établi  sur  ce  canal.  On  demande  quel  est  le  pro- 
duit du  péage  présumé  par  les  parties  contractantes  ? 

La  compagnie  doit  trouver  dans  le  produit  du  canal 

Tinte'rêt  et  ramortissement  d*un  million.  Le  produit 

pre'sume'  du  canal  doit  être  ainsi  :  sr-^-  a,  en  appelant 

*le  capital  d'un  million ,  a  l'amortissement.  Dans  Té- 

sr 

quation  du  problème  i",  a  =- : — -— -^ , 

^  ^  '  (x-f-r)"-^^  — (i4.r)| 

on  fera  ^  =  1000000^,  r=o,o5,  /i=sioo;   ce  qui 

donnera  a  =  364,91. 

Le  produit  présumé  du  canal  est  donc  5o364',  91*. 

Entre  le  prix  d'une  concession  à  perpétuité  et  d'une 
concession  centenaire ,  il  n'y  a  de  différence  que  le  ca- 
pital de  364*,  91*",  ou  7298^,  20*". 

PROBLÈ.ME  V. 

L'adjudication  de  l'entreprise  a  été  mise  au  rabais. 
Le  rabais  portait  sur  le  nombre  des  années  de  la  con- 
cession. Une  compagnie ,  jugeant  le  devis  de  Vadminis- 
traiion  susceptible  de  réduction ,  a  fait  un  rabais  de 
10  années.  On  demande  de  quelle  réduction  sur  le 
devis  ce  rabais  est  l'équivalent  ? 

Appelons  /  la  somme  à  laquelle  ,  après  réduction , 
s'élève  le  devis.  Le  produit  du  canal  qui  est  toujours 
présumé  de  5o364^,  91*^,  ne  doit  plus  représenter  que 
l'intérêt  du  capital  /,  et  la  somme  qu'il  faut  ajouter  à 
cet  intérêt  pour  amortir  ce  capital  en  90  ans.  Ainsi, 
appelant  a  la  somme  consacrée  à  l'amortissement, 
nous  avons  cette  l'adéquation 


(  9û  ) 
sr-^a'  =50364^91% 

qui  donne  «' =  5o364^  gi*'  —  s'r.  Or,  nous  avons 
(piob.  i")  cette  autre  équation, 

dans   laquelle  nous  ferons 

a  =  5o364^,  91''  —  /r,  n  =z  90. 

Ce  qui  donnera  /  =  995431^,  montant  du  devis  après 
réduction.  Le  rabais  de  10  années  n'est  donc  que  Téqui- 
valent  d'un  rabais  sur  le  devis  de  4569'  :  rabais  infé- 
rieur à  ^  p.  l. 

Si  le  rabais  était  de  5o  années ,  on  ferait  w  =  5o  ; 
ce  qui  donnerait ,  s'  =z^ig7.6S^.  Ce  rabais  de  5o  an- 
nées ne  serait  que  l'équivalent  d'un  rabais  sur  le 
devis  de  80732^  :  un  peu  plus  de  8  p.  |. 

PROBLÈME  VL 

Diaprés  Vâge  auquel  un  bois  s^exploite  ,  on  de- 
mande de  quel  r€i>enu  annuel  le  prix  de  la  coupe  est 
l'équivalent  ? 

L'âge  auquel  le  bois  s'exploite  ,  représente  le  nombre 
d'années  stipulé  dans  un  contrat  d'annuité  ;  le  prix 
de  la  coupe  représente  le  capital  remboursable.  Le  re- 
venu annuel  que  l'on  cherche ,  représentera  l'annuité. 

On  appliquera  à  la  question  proposée  l'équation  du 
prob.  ï" 

sr 


Exemple  \".  Un  bois  se  coupe  à  l'âge  de  100  ans.  Le  prix 
de  la  coupe  est  looooo^  On  fera  n=zioo^  jr=:i 00000^, 
L'annuité  étant  représentative  d'un  revenu,   et  toute 
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somme  provenant  de  revenus  arriérés  étant  un  valeur 
mobilière  ,  nous  prendrons  5  p.  3^  pour  le  taux  de  l'in- 
térêt et  nous  ferons  r  =  o,o5.  On  aura  pour  le  revenu 
de  la  propriété  a  =  36^,  49*^. 

Exemple  2*.  Un  taillis  s'exploite  à  20  ans.  Le  prix  de 
la  coupe  est  1000^.  On  fera  7z=  20,  sz=i  1000.  On  aura 
<z  =  28,81. 

Le  fonds  a  pour  expression  de  sa  valeur  - .  Pour  les 

valeurs  foncières  le  taux  de  l'intérêt  étant  à  3  p.  | , 
nous  ferons  ici  r=o,o3. 

Dans  l'exemple  i^"^,  la  valeur  foncière  de  la  propriété 
est  1216',  33.  Dans  l'exemple  2%  (920^,  33'=). 

PROBLÈME  VIT. 

Vn  bois  n^ étant  pas  en  coupe  ,  on  demande  la  valeur 
de  la  superficie? 

On  commencera  par  déterminer  le  revenu  de  la  pro- 
priété (prob.  6).  On  appliquera  ensuite  à  la  question 
proposée  l'équation  du  prob.  i*' 

^=^X  [(i+rr+'-  (i+r)]. 

Prenons  pour  exemple  un  taillis  qui  s'exploite  à  20 
ans ,  dont  la  coupe  se  vend  1 000',  et  qui  est  âgé  de  8 
ans.  Nous  avons  (prob.  6,  ex.  1)  a  =  28,81,  nous 
ferons  «  =  8  ;  ce  qui  donnera  s  =  288^,  1 0*=,  valeur  de 
la  superficie  à  8  ans.  Ainsi  à  cette  époque  la  valeur  de 
la  propriété,  fonds  et  superficie,  serait  i2o8"^,42*'- 

PROBLÈME  VIII. 

Si  Von  voulait  ne  plus  exploiter  qiià  3o  ans  un  bois 
qu  auparavant  on  exploitait  à  20  ans ,  quel  devrait 
être,  pour  avoir  le  jnême  revenu,  le  prix  de  la  coupe  q 
Zo  ans?  '''î  ~^""  '--^'s^^  -- 
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Soit  looo^  le  prix  de  la  coupe  à  20  ans,  ce  qui 
(prob.  6,  ex.  2)  donne  a  =  28^  Si*^  dans  Téqualion  du 

problème  i^'^  ^=  ^  X  [(1  -fr)""*-^— (i+r)],  nous  fe- 
rons a  =  28,81,  n  =  3o;  ce  qui  donnera  s  1=2010', 
somme  à  laquelle  il  faudrait,  pour  avoir  le  même  re- 
venu, que  s'élevât  le  prix  de  la  coupe  en  exploitant  à 
3o  ans. 

PROBLÈME  IX. 

Quelle  doit  être  pour  l'assiette  de  l'imposition  fon- 
cière la  base  de  V estimation  du  revenu  des  bois  ? 

Le  taux  de  l'imposition  est  suppose'  7^*  du  revenu  , 
et  il  s'agit  de  l'appliquer  à  un  bois  qui  s'exploite  à 
l'âge  de  20  ans  et  dont  la  coupe  se  vend  1000*^. 

Si  l'impôt  ne  s'acquittait  qu'à  l'époque  de  la  coupe, 
le  propriétaire  ayant  tous  les  20  ans  un  revenu  de 
iQoo',  aurait  à  payer  tous  les  20  ans  une  imposition 
de  100'.  Ainsi,  lorsque  ce  propriétaire  fera  l'avance  de 
l'impôt ,  les  sommes  qu'il  aura  avancées  pendant  20 
ans ,  ne  doivent  représenter  en  capitaux  et  intérêts 
que  la  somme  de  100'.  Ici  s'appliquera  l'équation  du 

problème  i"  «  =  _^ — - — —3- — - — ■ — —■,  dans  laquelle 

onfera/=ioo,  nr=20,  ce  qui  donnera  û  =2,88;  ce 
qui  s'accorde  avec  le  problème  6,  exemple  2 ,  où  le  re- 
venu de  ce  bois  est  porté  à  28^,81*^,  imposable  à  2^,88*. 

Or,  dans  les  évaluations  cadastrales ,  c'est  le  ^*  du 
prix  de  la  coupe  qu'on  prend  pour  revenu;  ce  qui  le 
porte  à  5o' et  l'imposition  à  5^;  différence  ou  surcharge 
2^,12*',  plus  de  deux  cinquièmes. 

Pour  faire  mieux  voir  le  vice  de  cette  évaluation  , 
faisons-en  l'application  au  cas  auquel  elle  paraîtrait  le 
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mieux  s'adapter,  à  un   bois  en  coupe  réglée  qui  s'ex- 
ploite à  20  ans  et  dont  la  coupe  se  vend   annuelle- 
ment looo'. 

Le  prix  de  la  coupe  se  compose  de  deux  éléraens , 
Tun  est  le  produit  du  sol:  la  production  ne  s'y  opère 
qu'en  20  années.  La  propriété  étant  divisée  en  20  por- 
tions égales ,  la  valeur  de  la  production  sur  une  de 
ces  portions  est  en  20  ans  1000^,  annuellement  28^81*^; 
sur  les  20  portions  delà  propriété,  ou  sur  son  en- 
semble, I4  valeur  de  la  production  sera  annuelle- 
ment 576^20*^  :  c'est  là  véritablement  le  produit  du 
sol  et  ce  qui  est  passible  de  l'imposition  foncière. 

Le  2*  élément  du  prix  de  la  coupe  est  représentatif 
des  intérêts  de  la  valeur  de  la  superficie,  ou  des  bois 
sur  pied,  de  tout  âge,  qui  couvrent  le  sol  des  19  autres 
coupes.  Cette  valeur  est  mobilière  comme  le  serait, 
pour  le  propriétaire  d'un  champ,  la  valeur  de  plusieurs 
récoltes  qu'il  aurait  conservées  dans  ses  greniers.  C'est 
à  cette  valeur  que  s'applique  le  surplus  du  prix  de  la 
coupe  423^,80 ,  valeur  qui  n'est  pas  passible  de  l'im- 
pôt foncier. 

A  l'appui  de  ce  raisonnement,  nous  ajouterons  les 
deux  observations  suivantes. 

Si  chacune  de  ces  coupes  se  trouvait  dans  les  mains 
de  20  propriétaires  différens,  chacun  d'eux  ne  pourrait 
être  imposé  que  sur  un  revenu  de  28^,81*".  Or,  de  ce 
que  la  même  personne  réunit  dans  ses  mains  ces  20 
propriétés ,  la  seule  conséquence  qu'on  en  puisse  tirer 
raisonnablement  est  que  cette  personne  doit  payer  20 
fois  l'impôt  que  paierait  le  détenteur  d'une  seule  de 
ces  propriétés. 

Enfin ,  si  la  base  cadrastrale  peut  s'appliquer  à  un 
bois  qui  s'exploite  à  20  ans ,  on  ne  peut  donner  de  rai- 
son pour  qu'elle  ne  doive  pas  s'appliquer  aussi  à  un 
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bois  qui  s'exploite  à  loo  ans;  et  si  la  coupe  s'en  ven- 
dait 100000%  on  en  porterait  donc  le  revenu  à  1000 
et  rimpôt  à  100'  ;  or  le  propriétaire  qui  aura  fait  l'a- 
vance de  l'impôt,  doit  d'abord  trouver  dans  le  prix 
de  la  coupe  le  remboursement  de  ses  avances ,  capitaux 
et  intérêts.  Ici  s'applique  l'équation  du  prob.  i*"^ 

.y  :=  -  [(1  -4-  r)"-»"'  —  (i  +  r)]  ,  dans  laquelle  on  ferait 

«  =  100,  w  =  100  ;  ce  qui  donnera  s  =  2564oo'.  Le 
propriétaire  ayant  à  prélever  cette  somme  sur  le  prix 
de  la  coupe  qui  n'est  que  de  1 00000',  se  trouverait  à 
découvert  de  i564oo';  la  base  cadastrale  est  donc 
évidemment  inadmissible. 


COROLLAIRE. 


Ce  que  nous  venons  de  voir  aurait  son  application 
au  droit  d'enregistrement  qui  se  perçoit  lors  des  mu- 
tations par  vente  ou  par  succession. 

Supposons,  dans  une  succession ,  un  bois  revenant 
en  futaie,  âgé  de  70  ans  ,  dont  on  estime  que  la  coupe 
à  l'âge  de  100  ans  pourrait  se  vendre  1 00000'.  Le  re- 
venu de  cette  propriété  (prob.  6,  ex.  2)  est  36',49*', 
sa  valeur  foncière  I2i6',33  ;  de  plus  elle  a  une  valeur 
mobilière  ,  celle  de  sa  superficie.  On  déterminera  cette 
valeur  en  faisant  a  =  36',49,  n:=z'jo  dans  l'équation 

du  prob.  1^"  s=z-  [(i-f.  r)"-^' —  (i-f-r)]  ;  ce  qui  don- 
nera ^:=233i5'.  Cette  propriété  qui,  dans  la  succession, 
représente  une  valeur  de  2453 1 ,  doit  acquitter  le  droit 
de  succession,  comme  immeuble,  sur  une  valeur  de 
I2i6',33*'  ;  le  droit  de  succession,  comme  mobilier,  sur 
une  valeur  dé  233 1 5'. 
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PROBLÈME  X. 

Pour  assurer  aux  employés,  après  3o  ans  de  service, 
une  retraite  égale  à  la  moitié  de  leur  traitement,  à 
quel  taux  est-il  nécessaire  déporter  la  retenue  sur  leur 
traitement  ? 

Supposons  une  administration  au  moment  de  son 
organisation ,  qu'on  y  entre  à  l'âge  de  aS  ans,  et  fai- 
sons le  traitement  moyen  d'un  employé  égal  à  l'unité. 
La  table  de  mortalité  de  Duvillars  présente  47^566 
individus  de  l'âge  de  aS  ans.  Supposons  le  personnel 
de  l'administration  composé  de  ces  471 566  individus. 
La  même  table  compte  267193  individus  de  l'âge  de 
55  ans.  C'est  le  nombre  des  employés  qui,  dans  l'ordre 
des  probabilités  ,  doivent  arriver  à  la  retraite.  Ainsi 
3o  ans  après  l'organisation  ,  la  masse  des  pensions  de 
retraite  se  monterait  à  128596  traitemens. 

Pour  faire  face  à  cette  charge,  il  faut  que  la  caisse  des 
retraites  ait ,  en  3o  ans  ,  acquis  par  le  versement  des 
retenues  un  capital  dont  la  rente  monte  à  128596 
traitemens,  moins  le  montant  des  retenues  dans  une 
année.    Ici    s'applique  l'équation    du    problème    i*''", 

sr 
<^=  F7 — i — ^ïïZl ; — ; — ^>  ^*"s    laquelle    on   fera 

7i=3o,  ^  =  (128596 — a)  X  20j  ce  qui  donnera 
a  =  28653  traitemens,  ce  qui  répond  à  6,94  p.  §  de 
la  masse  47i566  des  traitemens. 

Ce  n'est  qu'à  l'expiration  de  la  3o*  année ,  qu'une 
caisse  des  retraites  doit  commencer  son  service  ;  si  à 
cette  époque  elle  est  en  mesure  d'y  faire  face,  ce 
service  se  trouvera  assuré  pour  l'avenir. 

En  effet,  par  la  table  de  mortalité,  on  voit  que 
dans  la  i'*  année  de   sa  fondation,  iV  y  aurait  dans 


(96) 
radministration  65o3  remplacemens  par  suite  de 
décès  ;  ce  qui ,  à  la  fin  de  la  3  i  *  année  ,  donnerait  lieu 
à  rinscription  de  325i  nouvelles  pensions.  Mais,  dans  le 
cours  de  cette  3i^  année,  les  extinctions  sur  les  pensions 
déjà  inscrites  s'élèveraient  au  nombre  de  845 1  ,  et  tous 
les  ans  le  rapport  du  nombre  des  extinctions  au  nombre 
des  inscriptions  de  nouvelles  pensions  irait  en  croissant. 

Si  donc  on  continue  à  capitaliser,  chaque  année , 
la  différence  de  la  somme  des  extinctions  à  la  somme 
des  inscriptions  nouvelles,  on  créera  à  la  caisse  des 
retraites  un  nouveau  capital ,  et  lorsqu'il  aura  atteint 
la  somme  dont  le  versement  annuel  représente  Tin- 
térêt,  la  caisse  des  retraites  sera  fondée  à  perpétuité, 
et  l'administration  pourrait  supprimer  la  retenue 
annuelle  sur  le  traitement  des  en^loyés,  ou  rentrer 
dans  les  avances  qu'elle  aurait  faitesà  la  caiss  e  des , 
retraites  s'il  y  avait  lieu. 

Ce  problème  se  trouve  ici  réduit  à  ses  termes  les 
plus  simples  et  résolu  sur  une  grande  échelle.  On 
serait  donc  exposé  à  beaucoup  de  mécomptes,  si  l'on  ap- 
pliquait sa  solution  à  des  associations  peu  nombreuses  ; 
ce  qui  indique  que  la  première  mesure  que  le  gouver- 
nement aurait  à  prendre,  serait  de  réunir  dans  une 
seule  caisse  toutes  les  caisses  des  retraites  des  différentes 
administrations . 

Mais  cette  retenue  sera  évidemment  insuffisante  ,  si 
l'on  met  d'autres  services  à  la  charge  de  la  caisse  des 
retraites ,  si  l'on  accorde  des  retraites  anticipées  pour 
cause  d'infirmités ,  des  pensions  aux  veuves  et  aux  en- 
fans.  Il  faut  "encore  observer  que  les  pensions  sont  li- 
quidées sur  le  traitement  dont  jouit  l'employé  au  mo- 
ment où  il  est  mis  à  la  retraite,  et  que  ce  traitement  ex- 
cède toujours  le  terme  moyen  des  traitemens  sur  les- 
quels cet  employé  a  supporté  la  retenue  pendant  son 
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activité.  Aiô«^Tî^n  ne  peut  considérer  la  retenue  de 
5,94  p.  I  qne  comme  un  minimum. 

Il  y  a  une  autre  disposition  du  règlement  pour  les 
caisses  des  retraites  ,  par  laquelle  la  pension  d'un 
employé  s'accroît  d'un  60®  par  année  qu'il  est  resté 
en  activité  de  service  au-delà  de  3o  ans  ;  mais  cette 
disposition  est  tout  à  l'avantage   de  l'administration. 

En  effet,  soit  600  fr.  le  traitement  dont  jouit  un 
employé  au  temps  où  il  a  acquis  le  droit  à  la  retraite  ; 
aissant  cet  employé  en  activité  de  service ,  l'admi- 
nistration n'a  point  de  pension  à  payer,  et  profite  ainsi 
deSoo  fr.  plh-an.  A  la  vérité,  elle  contracte  tous  les  ans 
la  dette  d'une  rente  viagère  de  lofr.;  mais  10  fr.  ne  sont 
que  l'intérêt,  au  denier  3o  ,  de  la  somme  de  3oo  fr.que 
l'administration  n'a  pas  eu  à  payer.  Ce  résultat  est,  un 
emprunt  viager,  au  denier  3o,  sur  une  tête  âgée  de  plus 
de  55  ans.  L'administration  a  donc  un  grand  avantage 
à  laisser  en  activité  les  employés  lorsqu'ils  sont  en- 
core en  état  de  rendre  de  bons  services  et  lorsqu'ils 
préfèrent  conserver  leur  traitement  d'activité  ,  à 
jouir  d'une  pension  de  retraite  qui  n'en  est  que  la 
moitié. 

V      •  ^,  PROBLÈME  XL 

Une  rente  viagère  est  constituée  sur  plusieurs  têtes 
if  liges  dijférens;  déterminer  la  probabilité  que  cette 
rente  s'éteindra  dans  une  période  donnée. 

Nous  ferons  ici  usage  de  la  Table  de  mortalité  de 
Duvillars ,  publiée  tous  les  ans  dans  V Annuaire. 

Appelons  m, m', m". ...  le  npmbre,  dans  cette  table, 
des  individus  de  l'âge  des  différentes  têtes  sur  les- 
quelles la  rente  a  été  constituée  ;  n,  n\  n" .....  \e 
nombre  des  survivans  de  chacun  de  ces  âges ,  à  la  fin 
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de  la  période  :  le  nombre  des  décédés  de  chacun  de  ces 
âges  dans  le  cours  de  cette  période  sera  m — n,m'— n', 


m 


Par  le  théorème  1",  la  probabilité  que ,  dans  la  pé- 
riode donnée,  la  rente  s'éteindra,  aura  pour  expression 


7W  —  71       m  —  n        m  —  n 
~~^~    ^       m'       ^       m" 


EXEMPLE.,  * 

La  rente  étant  constituée   siir  deux   têtes ,   V 
âgée  de  20   ans ,   l'autre  âgée  de  3o    ans  ;   et 
riode    dans  laquelle  la  rente  devra  s'étjgjjidre  étant 
de  43  ans  ,  on  aura 

mr:^5o22 16,  m'=438i  83 ,  w=i  856oo ,  7i'==:894o4  ; 

ce  qui  donne  m  —  /ir=3i66i6,  m'  —  n' =  348779  ; 
et  pour  l'expression  de  la  probabilité  que  la  rente 
s'éteindra  dans  la  période  de  43  ans, 

3i66i6        348770  ^     ^ 

5^i^X  438781'""^'^^^^- 

Il  y  a  donc  demi-certitude  ou  probabilité  égale  que 
la  rente  s'éteindra  dafis  la  période  de  43  ans. 

,     PROBLÈME  XII. 

Le  taux  de  l' intérêt  en  perpétuel  étant  S  p.  ^,  dé- 
terminer le  taux  de  l'intérêt  en  viager  à  raison  de 
Vdge  de  la  tête  sur  laquelle  la  rente  est  constituée. 

L'excédant  de  l'intérêt  en  viager  sur  l'intérêt  en 
perpétuel ,  que  l'on  aura  à  payer  pendant  la  vie  pré- 
sumable  du  rentier ,  doit  amortir  dans  cet  espace  de 
temps  le  capital  emprunté.  Or,  on  déterminera  cette 
durée  présumable  de  la  vie  du  rentier,  si ,  dans  la 
Table  de  mortalité,  après  avoir  pris  le  nombre  des 


(99) 
individus  de  Tâge  de  la  tête  sur  laquelle  la  rente  est 
constituée  ,  on  descend  à  Tâge  auquel  le  nombre  des 
survivans  n'est  plus  que  la  moitié  de  ce  premier  nom- 
bre. L'intervalle  entre  ces  deux  époques  est  le  nombre 
d'années  pendant  lequel  l'amortissement  agira  et  la 

valeur  de  n  dans  l'équation  a  == ■ — . 

(14-^)"— 1 

Dans  cette  même  équation,  faisant  r^=o,o5,^=:ioo, 
on  déterminera  la  valeur  de  û  ;  et  le  taux  de  l'intérêt 
en  viager  aura  pour  expression  a-\-rs. 

Exemple  i".  La  rente  étant  constituée  sur  une  tête 
âgée  de  5  ans  ,  on  aura  n=z^5  ;  ce  qui  donne  a=zo  ,63 , 
et^2-[-5r,  ouïe  taux  de  Tintérêten  viager,  égal  à  5, 63  p.  |. 

Exemple  2®.  La  rente  étant  constituée  sur  une  tête 
âgée  de  60  ans,  on  aura  n=.  1 1  ;  ce  qui  donne  a=  6,76, 
et  pour  le  taux  de  Tintérêt  en  viager  1 1.75  p.  °. 

QUATRIÈME  PARTIE. 

DÉFINITION. 

Le  wisk  se  joue  avec  62  cartes  entre  quatre  personnes, 
qui  se  partagent  en  deux  partners.  Les  cartes  se  don- 
nent une  à  une  ;  celui  qui  donne ,  retourne  la  dernière 
carte  et  la  met  dans  son  jeu.  La  couleur  de  la  retourne 
détermine  la  couleur  de  l'atout.  Dans  cette  couleur, 
l'as,  le  roi,  la  dame  et  le  valet  sont  honneurs,  ou  cartes 
marquantes.  Avant  que  la  dernière  carte  soit  retournée , 
le  jeu  comprend  16  cartes  susceptibles  de  devenir  des 
honneurs  et  36  cartes  non  marquantes.  Après  que 
la  dernière  carte  a  été  retournée  ,  le  jeu  se  compose 
de  4  honneurs  et  de  48  cartes  non  marquantes.  Après 
que  les  cartes  sont  données ,  chaque  joueur  a  i3  cartes 
dans  sa  main;  un  côté  où  deux  partners  ont  26 cartes 
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clans  leurs  deux  mains.  Lorsque  deux  partners  ont 
dans  leurs  mains  3  honneurs  ,  ils  marquent  2  points  ; 
lorsqu'ils  ont  dans  leur  jeu  les  4  honneurs,  ils  mar- 
quent 4  points.  Chaque  main  que  font  deux  part-- 
ners,  au-delà  de  6,  compte  i  point.  La  partie  se 
joue  en  10  points.  A  8  points,  si  deux  partners  ont 
dans  leurs  jeux  3  ou  4  honneurs ,  ils  gagnent  la  partie 
sans  jouer  le  coup.  A  9  points  les  honneurs  ne  comp- 
tent plus ,  et  Ton  ne  peut  plus  gagner  la  partie  que 
par  les  tries. 

Corollaire   i". 

La  probabilité'  de  retourner  un  honneur  a  pour  ex- 
pression ^.  La  probabilité  de  retourner  une  carte  non 
marquante  a  pour  expression  Jf . 

Corollaire  2. 

Lorsque  la  retourne  sera  un  honneur^  pour  toute 
autre  carte  du  jeu,  la  probabilité'  qu'elle  sera  une  carte 
marquante  est  ^  ;  la  probabilité'  qu'elle  sera  une  carte 
non  marquante  sera  |f . 

Lorsque  la  retourne  sera  une  carte  non  marquante , 
pour  toute  autre  carte  du  jeu  la  probabilité'  qu'elle- 
sera  un  honneur  est  -^  ;  la  probabilité'  qu'elle  sera  une 
carte  non  marquante  sera^. 

Corollaire  3. 

Le  côté  qui  donne  les  cartes ,  que  nous  désignerons 
par  A,  a  dans  son  jeu  la  retourne  et  26  autres  cartes 
qui  y  sont  entrées  par  la  distribution  des  cartes. 

Le  côté  qui  coupe,  que  nous  désignerons  par  B,a 
dans  son  jeu  26  cartes,  qui  y  sont  toutes  entrées  par  la 
distribution  des  cartes. 
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Une  carte  marquante  venue  dans  un  jeu  par  la  dis- 
tribution des  cartes  ,  peut  y  être  venue  ou  la  première 
ou  la  dernière ,  ou  à  tout  autre  rang.  Ainsi ,  lorsqu'il 
retourne  une  carte  marquante,  éventualité  dont  la  pro- 
babilité est  3-f  )  pour  A ,  la  probabilité  d'avoir  dans  son 
jeu,  par  la  distribution  des  cartes  ,  une  autre  carte  mar- 
quante est  ^4  X  ^  X  25  ;  lorsque  la  retourne  est  une 
carte  non  marquante,  cette  probabilité  est  ||  X  ^  X  25. 

Pour  B,  cette  probabilité  est,  dans  le  1"  cas, 
^  X  rr  X  26  ;  dans  le  2«=  cas  ,  f|  X  5^  X  26. 

Le  nombre  de  permutations  dont  est  susceptible  une 
combinaison  composée  d'un  nombre  p  de  cartes  d'une 
espèce  et  d'un  nombre  q  de  cartes  d'une  autre  espèce , 
étant  généralement 


I  .2.3 P'\'^ 

1 .2.  .p.  1 .2 


*  ..  — •  '1 :z 

pour  A,  la  probabilité  d'avoir  dans  son  jeu  ,  par  la 
distribution  des  cartes  ,  2  cartes  marquantes ,  est  dans 
le  1"  cas 

dans  le  2"  cas , 

^  6  N^    4.    v^    .9     v^    as  sv-  g 4. 
5a  "^  ûi   "^  50  '^     1     "^  ~" 

Pour  B,  cette  probabilité  est  dans  le   1"  cas, 

5»  '^  51    '^   50  '^     1     '^     i     » 

dans  le  2"=  cas  ,      H  X  -^  X  -^  X  ^  X  ¥• 

La  probabilité  de  3  cartes  marquantes  serait  pour 
,  dans  le  i"cas  , 


A,  dans  le  i"cas 

'fis/     ^    \y     ^    SX     '     Sf^^5sxa4.v 
5»    ''^   5  1  '^   50   '^   4.9  '^     I     '^    ■*     /^ 


(    102    ) 

dans  le  2^  cas  ,      H  X  ^  X  ^  X  ^  X 
Pour  B,  dans  le  i*'  cas  ,  serait 

dans  le  2'  cas , 

■•^6  s^  _l.s/  JL  S^^  _i-S^  i£  SX  as  >s/  »4 

La  probabilité  de  4  caries  marquantes  par  la  dis- 
tribution des  cartes  serait  pour  A 

pour  B , 

34s^_4_sx_vvx_a_v^_J_s^  2fis^«5  n^  aJ:N>^  £l 

Corollaire  4- 

La  26*"  carte  de  A  est  la  retourne  ,  la  probabilité'  que 
cette  carte  est  un  honneur  a  pour  expression  ^. 

La  probabilité'  que  la  26^  carte  de  B  sera  un  hon-i*^^ 
neur  est  seulement  ^.  ,  '  ^* 

A  a  donc  pour  les  honneurs  plus  de  chances  que  B. 
Ainsi ,  dans  le  partage  des  honneurs ,  pour  un  lot  désa- 
vantageux ,  comme  celui  de  n'avoir  point  d'honneurs 
ou  de  n'en  avoir  que  i  ,  A  doit  avoir  moins  de  chances 
que  B.  Pour  un  lot  avantageux,  comme  d'avoir  3 
honneurs  ou  4  honneurs ,  A  doit  avoir  plus  de  ^ 
chances  que  B.  C'est  ce  résultat  qu'on  obtiendra  dans 
les  deux  problèmes  suivans. 

PROBLÈME  1". 

Déterminer  pour  A  ,  la  probabilité  de  n  avoir  dans 
son  jeu  que  i  honneur,  d'avoir  dans  son  jeu  2  hon" 
neurs ,  3  honneurs ,  les  4  honneurs ,  de  n'en  avoir 
point  dans  son  jeu. 

i"  éventualité  :  N'avoir  dans  son  jeu  que  i  seul 
honneur. 


\  ^l 


^r. 


# 


'  (  1»5  ) 
La  retourne  étant  i  honneur,  les  26  cartes  du  jeu 
de  A  se  composeront  de  cette  retourne  et  de  25  cartes 
non  marquantes.  Parle  théor.  1",  2'  p. ,  et  le  cor.  1", 
cette  composition  du  jeu  a  pour  expression  de  sa  pro- 
babilité' 

ou,  réduction  faite, 

5:.    .A,    5,    xN    50    '^    49  ^-66' 

La  retourne  étant  une  carte  non  marquante ,  le  jeu 
se  composera  de  cette  retourne ,  de  i  honneur  venu 
par  la  distribution  des  cartes ,  et  de  24  cartes  non 
marquantes.  Par  le  théor.  i^%  les  coroU.  i  ,2  et  3, cette 
composition  de  jeu  a  pour  expression  de  sa  probabilité 

36       4  47  24 

-p     >s  ■jr—  >s  20  p^  ^      •...'•*  i 

02         01  00  27 

ou  ,  après  réduction , 

36       4  ^      26      25      24  __  i5o 

^Xg^X^^Xs^X^^Xp—  833* 

La  probabilité  pour  A  de  n'avoir  dans  son  jeu  que 
1  honneur ,  est  la  somme  de  ces  deux  probabilités 
ou  i^ 

""  833* 

2.^  éventualité  ;  Avoir  dans  son  jeu  2  honneurs. 

La  retourne  étant  i  honneur,  les  26  cartes  du  jeu 
de  A  se  composeront  de  cette  retourne  ,  de  i  honneur 
venu  par  la  distribution  des  cartes ,  et  de  24  cartes  non 
marquantes.  Par  le  théor.   1",  les  coroll.   1,2  etS^^ 


•  m. 

m 

*  >  (  i»4  ) 

cette  composition  de  jeu  a  pour  expression  de  sa  pro- 
babilité 

16        3  ^48  25 

,     52       5i  5o  27 

ou  ,  après  re'duction , 

16        3  „       26       25  100       • 

52      5i  5o      49        833* 

La  retourne  étant  une  carte  non  marquante  ,  le  jeu 
se  composera  de  la  retourne,  de  2  honneurs  venus 
par  la  distribution  des  cartes  ,  et  de  23  cartes  non 
marquantes.  Or,  la  probabilité  de  cette  composition 
de  jeu  est 

36       4        ^       25       24      4?  ^. 

D2        01         00  I  2  49  27 

OU ,  après  réduction  , 

36       4        3        25      24      26       25 225 

5;  ^  ô7  ^  5;  ^  T  ^  T  ^  S  ^  48  "~  833  ' 

La  probabilité  pour  A  d'avoir  dans  son  jeu  2  hon- 
neurs est  la  somme  de  ces  deux  probabilités  ou  ||f . 

3*  éventualité  :  Avoir  dans  son  jeu  3  honneurs. 

La  retourne  étant  i  honneur,  le  jeu  de  A  se  com- 
posera de  la  retourne  ,  de  2  autres  honneurs  venus 
par  la  distribution  des  cartes ,  et  de  23  cartes  non 
marquantes.  La  probabilité  de  cette  composition  de 
jeu  est 

^       3        2       25      24       48  26 

2      01       00        I         2        49  27 


'(  io5  ) 
ou ,  après  réduction  , 

16       3        ^         25       24       26  96 

55^57^50^  T^T^  45  ^  833* 

La  retourne  étant  une  carte  non  marquante,  le 
jeu  se  composera  de  la  retourne ,  de  3  honneurs 
venus  par  la  distribution  des  cartes ,  et  de  22  cartes 
non  marquantes.  Or,  la  probabilité  de  cette  composi- 
tion de  jeu  est 

36       4        3         ^        ^5       24       23      4?  26 

02      01       00       49        '         2         3       4^  27 

ou ,  après  réduction, 

36      4        3        2  '  '  25    ^  24      23      26 ï  38 

52^57^5Ô^45^T^T^T^48"~833" 

La  probabilité  pour  A  d'avoir  dans  son  jeu  3  hon- 
neurs est  la  somme  de  ces  deux  probabilités,  ou  |||. 

4*  éventualité  :  Les  4  honneurs  dans  son  jeu. 
f 

La  retourne  étant  i  honneur,  le  jeu  de  A  se  com- 
posera de  cette  retourne ,  de  3  autres  honneurs 
venus  dans  son  j|u  par  la  distribution  des  cartes, 
et  de  22  cartes  tion  marquantes.  La  probabilité  de 
cette  compositiqji  de  jeu  est 

16      _^s^  ^         ï       ^5       24      23       4^  27 

02      5i      00      49       ï         2        34^  27 

ou,  après  réduction , 

16      25      24     23  __^     368 
5i^  57^5^^  49  — 737833' 


(  io6  ) 
La  retourne  étant  une  carte  non  marquante  ,  le 
jeu  se  composera  de  la  retourne ,  de  4  honneurs 
venus  par  la  distribution  des  cartes ,  et  de  2 1  cartes 
non  marquantes.  La  probabilité'  de  cette  composi- 
tion de  jeu  est 

36      4      ^       2       I      25     24     23     22 .  47  27 

02    01    5o    49    4^     I      2      3      4    47         27 

et,  après  re'duction ,  ^       4, 

36      25      24      23       22 759 

5;^57^5^^4^'^48~"  i3   .  833  ' 

La  probabilité  pour  A  d'avoir  4  honneurs  est  la 

somme  de  ces  deux  probabilités ,  ou  —= — ^5-5 . 

16  ,  066 

5*  éventualité  :  De  n'avoir  point  d'honneurs  dans 
son  jeu. 

La  retourne  sera  une  carte  non  marquante ,  et  les 
autres  25  cartes  du  jeu  seront  des  cartes  non  mar- 
quantes ;  ce  qui  a  pour  expression  de  sa  probabilité 

36       47  ^3 

52      5i 27  ' 

ou,  après  réduction , 

36      26      25      24      23  69 

5^^5l^53^45^48  ~*  2  .  833* 

PROBLÈME  II. 

Déterminer  les  probabilités  des  mêmes  cinq  éi^en- 
tualitéspourB. 

1"  éventualité  :  De  n'avoir  dans  son  jeu  que  i  hon- 
neur. 


(  107  ) 
k    I   honneur  retournant,  les  26  cartes  du  jeu  de  B 
se  composeronl  de  l'un  des  3  honneurs  restant  après 
la  retourne,  et  de  25  cartes  non  marquantes  ;  ce  qui 
a  pour  expression  de  sa  probabilité  * 

16         3  48  24  ^ 

"p^  y^  t*  ^>  ^^  ^^  t ^iz  ' 

02        01  00  20 

ou,  après  re'duction, 


é 


16       3  ^       26       24 96 

g^  X  ^rK  2b  X  ^  X  ^  — 333. 

^  La  retourne  e'tant  une  carte  non  marquante ,  le  jeu 
se  composera  de  Tun  des  4  honneurs  ,  et  de  26  des  47 
cartes  non  marquantes  restant  après  la  retourne;  ce 
qui  a  pour  expression  de  sa  probabilité 

36        4  ^*      47  23 

02  01  00  20 

OU,  après  réduction  ,  v.  ' 

36       4  25      24      23__i38 

52  ^  5T  ^  ^^  ^5o  >^  49  ^  48""  833* 

La  probabilité  pour  B  de  n'avoir  dans  son  jeu  que  i 

234 
honneur  est  la  somme  de  ces  deux  probabilités,  ^^. 

2*  éventualité  :  2  honneurs  dans  le  jeu. 

La  retourne  étant  i  honneur,  le  jeu  de  B  se  com- 
posera de  deux  des  3  honneurs  restant  après  la  re- 
tourne, et  de  24  cartes  non  marquantes;  ce  qui  a 
pour  expression  de  sa  probabilité 

l^X  — X-^X  — X  — X^  — • 

52      5i      5o       I        2       49 2^' 


ou ,  après  réduction ,  '^'{■.  ^ 

^6       3        2.5        „      25  _    loo 

La  retourne  étant  une  carte  non  marquante ,  B 
aura  dans  son  jeu  2  des  4  honneurs,  et  24  cartes 
non  marquantes;  ce  qui  a  pour  expression  de  sa  pro- 
babilité 

<» 

4     36       4        ^  w  2^  V  ^^      ^'^'  ^^ 

5;><5l>^5Ô^T^T>^45 i6^ 

ou ,  après  réduction , 

36       4        3       ^6        2^        25        24  2^5 

5i^57^5^>^T  ^T^4^^48~833* 

La  probabilité  pour  B  d'avoir  dans  son  jeu  2  hon- 
neurs est  la  somme  de  ces  deux  probabilités,  |j|. 

3^  éventualité  :  3  honneurs  dans  le  jeu. 

La  retourne  étant  i  honneur,  B  aura  dans  son 
jeu  les  3  autres  honneurs  et  23  cartes  non  mar- 
quantes. Probabilité 

16       3         2        1        26      25      24     4^         2^ 
5Ï^5T^5^^5Ô^T^T^T^48*'"26' 

ou,  après  réduction, 

16       26      25      24 32 

5^  ^57^50^4^^833' 

La  retourne  étant  une  carte  non  marquante ,  B  aura 


.      *  * 

(  >09  ) 
dans  son  jeu   3   des  4  honneurs    et  23    cartes  non 
naarquantes.  Probabilité' 

36       4        ^  v^  ^       26     25      24      47  2^ 

Si^SÏ^To^'^^T ^T^  T^  48 ^  ' 

ou,  après  réduction, 

36      4      26     25     24     25         i5o 
52  *  5ï  •  5ô  '  49  *  4'8  •  T  ■"■  833' 

La  probabilité'  pour  B  d'avoir  dans  son  jeu  3  hon- 
neurs est  la  somme  de  ces  deux  probabiHte's,  ^^.    "    ' 

OÔÔ 

4*  e'ventualité  :  les  4  honneurs  dans  le  jeu. 

.• 

La  retourne  sera  nécessairement  une  carte  non  mar- 
quante ;  B  aura  dans  son  jeu  les  4  honneurs  et  22  cartes 
non  marquantes.  Probabilité 

36      4       ^       2      I    26     25     24     23    4?        26 
52  '  5i  *  5o  *  49    4^'  ^   *    ^   '   ^   '    4  *  47      *  26 ' 

après  réduction 

36     26     25     24      23 69 

52  *  57  •  5ô  *  49  *  48  "~  2  .  833  * 

5*  éventualité  :  N'avoir  point  d'honneurs. 

B  aura  dans  son  jeu  26  cartes  non  marquantes. 
La  retourne  étant  i  honneur,  la  prdbabiHté  serait 

16      48  23 

52      5i 26  ' 


(    IIO   )         .    •  ^ 

et,  après  réduction,  •  ■ 

r6     25     24     23  _       368 
52  *  5i  •  5ô*  49  ~  833  X  i3' 

La  retourne  e'tant  une  carte  non  marquante,  la 
probabilité  serait  —     ^ 

36       4*7  2^      ** 

5i>^5T* ^'     ';\.-;    "^ 

€t,  après  réduction , 

36     25    24     23    22 759 

^'  52  *  57  •  5ô  •  49  *  48  —  833  X  i3  • 

/La  probabilité  pour  B  de  n'avoir  point  d'honneurs 
^"^      tlans  ^on  jeu  est  la  somme  de  ces  deux  probabilités, 
1127 
i3  x833' 

Corollaire  5. 

On  a  obtenu  dans  la  solution  de  ces  deux  problèmes 
•     *       les  résultats  prévus  au  corollaire  4- 

Le  nombre  des  chances  de  l'éventualité  de  n'avoir 
dans  son  jeu  que  i  seul  honneur  est  pour  A  182, 
pour  B  234. 

Le  nombre  des  chances  de  l'éventualité  de  n'avoir 

point  d'honneurs  dans  son  jeu ,  est  pour  A  X^^  , 

pour  B  73^g33>  ^^  P^"^  ^  %7>  po^^  ^  2254. 

Au  contraire  le  nombre  des  chances  de  l'éventualité 
d'avoir  dans  son  jeu  3  honneurs  est  pour  A  234,  pour 
B182. 


(  m  ) 
Le  nombre  des  chances  de  re'ventualité  d 'avoir  dans 

1 127 
son   jeu    4  honneurs    est   pour  A  ^  -,pourB 

— -^ — ,  ou  pour  A  2254 ,  pour  B897. 


2X833 

COROLLAIRE  6. 

Dans  le  partage  des  honneurs ,  la  part  de  B  est  une 
eonse'quence  nécessaire  de  la  part  qui  est  attribue'e  à  A. 

A  ayant  dans  son  jeu  2  honneurs,  B  aura  nécessai- 
rement dans  le  sien  2  honneurs  ;  aussi  a-t-  on  trouvé 

325 
que  ^^  est  pour  A  comme  pour  B  la  probabilité  de- 
voir 2  honneurs  dans  leur  jeu. 

234 

^~  est  pour  A  la  probabilité  d'avoir  dans  son  jeu 

3  honneurs ,  et  pour  B  la  probabilité  de  n'avoir  dans 

le  sien  que  i  honneur. 

182 

^^  est  pour   A   la  probabilité  de  n'avoir. que    i 

honneur,  et  pour  B  celle  d'en  avoir  3. 

I  1 2T 

— ^—  est  pour  A  la  probabilité  d'avoir  4  hon- 

neurs ,  et  pour  B  celle  de  n'en  point  avoir. 

60  .  .*  .        . 

— -^       est  pour  A  la  probabilité  de  n'avoir  point 

d'honneurs ,  et  pour  B  celle  d'eu  avoir  4- 

PROBLÈME  III. 

Déterminer  les  probabilités  pour  les  tries. 

Nous  supposerons  que  par  leur  position  de  donner  et 


(    112    ) 

de  couper,  A  et  B  n*ont  l'un  sur  l'autre  aucun  avantage 
pour  les  tries. 

Dans  cette  supposition  la  probabilité  de  faire  dans 
un  coup  un  ou  plusieurs  tries  est  ^  pour  l'un  comme 
pour  l'autre. 

Dans  un  coup ,  de  part  ou  d'autre  il  se  fait  1 3  mains. 
Si  nous  élevons  le  binôme  {a  -^  b)  k  la  iS'^'"^  puissance, 
toutes  les  combinaisons  de  2  lettres  seront  représentées 
par  les  termes  de  cette  puissance 

-f  2.S6arb'°'\'rjSa^b'''{-i3ab'''i-b'^. 

Le  nombre  de  toutes  les  permiftations  a  pour  ex- 
pression 2*^  ==8192.  La  probabilité,  soit  pour  A,  soit 

1 7 16 
pour  B,  de  faire  un  seul  trie ,  a  pour  expression  ~ —  , 

1    ^  •        1     •          . •                             •       238o 
de  taire  plusieurs  tries  a  pour  expression  ^ . 

COROLLAIRE    7. 

Les  probabilités  que  l'on  vient  de  déterminer  sont 
celles  que  l'on  a  au  moment  où  Ton  commence  à  dis- 
tritmer  les  cartes  ;  mais],  après  que  les  cartes  ont  été 
distribuées ,  ces  probabilités  se  réduisent  à  celles  qui 
résultent  en  particulier  de  la  manière  dont  les  hon- 
neurs se  trouvent  avoir  été  partagés  par  la  distribution 
des  cartes. 

Si  B  se  trouve  avoir  4  honneurs  dans  les  cartes  qui 
lui  ont  été  distribuées,  A,  pour  faire  un  ou  ou  plusieurs 
tries ,  n'a  plus  les  chances  que  lui  donneraient  toutes 
les  compositions  de  jeu  dans  lesquelles  il  entre  quel- 
que honneur;  il  n'a  donc  plus  que  celles  dans  lesquelles 


(  "3) 
il  n*entre  point  d'honneurs.  Or,  les  chances  de  B  pour 
avoir  4  honneurs ,  comme  celles  de  A  pour  n'avoir 
point  d^honneurs,  sont  (cor.  6)  69  sur  1666;  c'est-à- 
dire  que  le  nombre  des  compositions  de  jeu  auxquelles 
s'attache  cette  condition,  que  A  n'ait  point  d'honneurs 
dans  son  jeu ,  est  au  nombre  de  toutes  les  compositions 
de  jeu  possibles ,  dans  le  rapport  de  69  à  1666.  Dans 
ce  cas  particulier,  la  probabilité  pour  A  de  faire  un  ou 

69  I 

plusieurs  tries  est  —^kn  X  -. 
^  1666       2 

La  probabilité  de  faire  plusieurs   tries   sera 

69         2.380 

1666       8192* 

La  probabilité  de  faire  un   seul  trie  sera 

1666       8192* 

Si  B  se  trouve  avoir  3  honneurs  dans  les  cartes  qui 

lui  ont  été  distribuées ,  A  pour  les  tries  n'a  plus  que 

les  compositions  dejeu  dans  lesquelles  il  n'entre  que  i 

honneur.  Or,  les  chances  de  B  pour  avoir  3  honneurs 

sont  (prob.  2)  182  sur  833.  Dans  ce  cas  particulier,  la 

probabilité  pour  A  de  faire  un  ou  plusieurs  tries  a 

182       I 
pour  expression  ^^  X  -  • 

La  probabilité  de  faire  plusieurs  tries  sera 

182        238o 
X 


1666      8192*  «      • 

La  probabilité  de  faire  un  seul   trie  sera 
.     ^  182       1716  ^    -^ 

833^8192"  *     l 

Si  par  la  distribution  des  cartes  les   honneurs  se 

8 


(  ii4  ) 

trouvent  égaux  pour  A  comme  pour  B ,  la  probabilité 

,    ^  .  ,     .  .  325      I 

de  faire  i  ou  plusieurs  tries  sera  ô^^X  -. 

066      2 

La  probabilité  de  faire  plusieurs  tries  sera .....  ^* 

325   2380 

833  ^  8192* 

La   probabilité  de  faire  un  seul  trie  sera,  i 

325       1716 
833^87^* 

Si  A  se  trouve  avoir  4  honneurs  dans  les  cartes  qui 

lui  ont  distribuées ,  B  n'a  plus  pour  les  tries  que  les 

compositions   de  jeu  dans  lesquelles  il  n'entre  point 

d'honneurs.  Or,  (prob.  i**"")  les  chances  de  A  pour  avoir 

4  honneurs   étant    1127    sur   10829,    la    probabilité 

pour  B  de    faire  i    ou   plusieurs  tries  sera  alors.  . . 

1127        1 
^X     • 


1 0829      2 

^    n  .       T    .  .  1127        238o 

De  faire  plusieurs  tries  sera  — 5  -^  X  5—  ; 
^  10829       8192 

^    ^  .  1     .  1 127         T716 

De  faire  un  seul  trie  sera — ^-^  X  5-^ — . 

10029       0192 

Si  A  dans  son  jeu  a  3  honneurs,  B  n'a  plus  pour 

les  tries  que  les  compositions  de  jeu  dans  lesquelles 

il  n'entre  que   i  honneur.  Or,  (prob.   1")  les  chances 

de  A  pour  avoir  3  honneurs  étant  234  sur  833,   la 

probabilité  pour  B  de  faire  i  ou  plusieurs  tries  sera 

234        I 

833  "^  2  ' 

^    r  .        1     •  234        :i38o 

De  faire  plusieurs  tries  sera  ^r^^  X  0 ; 

^  833        8192 

^    r.  1     •  234        1786 

De  faire  i  seul  trie  sera  5^  X  :r — *  i 


(  ii5  ) 
PROBLÈME  IV. 

Dans  la  positicn  de  la  partie  où  A  est  à  S,  et  où  B 
est  à  g,  déterminer  pour  A  et  pour  B  la  probabilité 
du  gain  de  la  partie. 

On  a  vu  (prob.  i*"^)  que  1*  probabilité  pour  A  d*a- 

voir  3  honneurs  dans  son  jeu  était  ^^,  que  la  proba- 

bilité  d'avoir  4  honneurs  était  — ^—- .  Ainsi ,  pour 

A,  la  probabilité  de  gagner  la  partie  par  les  honneurs 
sans  jouer  le  coup  est  -^-ft-  =  o,385. 

La  probabilité  que  A  ne  gagnera  pas  la  partie 
par  les  honneurs  et  sans  jouer  le  coup,  est  — ^ — . 

Sans  gagner  la  partie  par  les  honneurs ,  A  peut  la 
gagner  en  faisant  plusieurs  tries  le  coup  qui  va  se 
jouer,  ou  en  faisant  ce  coup-là  i  seul  trie  et  le  coup 
suivant  i  ou  plusieurs  tries. 

Dès  que  A  ne  compte  pas  les  honneurs ,  B  aura  dans 
son  jeu  ou  4»  ou  3 ,  ou  2  honneurs.  La  probabilité  de 
cette  éventualité  est  (cor.  7  ) 

69    182   325 1001 

7666  "^  833  "^  833  ~  1666  ' 

c'est-à-dire   que  le  nombre  des  compositions  de  jeu 

dans  lesquelles  B  aura  ou  4*  o"  3 ,  ou  2  honneurs, 

est  au  nombre  total  de  toutes  les  compositions  de  jeu 

possibles,  dans  le  rapport  de  ioo[  à  1666.  Pour  A  la 

probabilité    de   ne    pas    compter    les    honneurs   est 

6660 

— ^ —  ;  la  probabilité  de  faire  plusieurs  tries  est  (prob.  3) 


t 


(ii6) 

TT ;   la   probabilité    du   concours  de  ces   3  e'ven- 

8192 

tualités  est 

6660        1001       2880 
— 5 — X    r-aa  ^  Q —  =0,107. 
v'       ;  10829         ^"^"         "'9^^ 

••f  •■;^" 

^'t  '  La  probabilité  du  concours  de  ces  4  éventualités, 
que  A  ne  compte  pas  les  honneurs ,  que  B  ait  dans  son 
jeu  ou  4  î  pu  3 ,  ou  2  honneurs ,  que ,  A  fasse  un  seul 
trie  le  coi^p  qui  se  joue,  que  le  coup  suivant  il  fasse  i 
ou  plusieurs  tries ,  a  pour  expression 

6660         1001        1716^    1  ,„ 

10829       '""^       "^9"     ^ 

^  .    i  Or,  la  probabilité  pour  A  de  gagner  la  partie  est  la 

somme  des  3  probabilités  que  Ton  vient  de  déterminer, 
*       *  elle  a  par  conséquent  pour  expression 

^  o,385 -f  0,107 -|- 0,043=20,535. 

A ,  pour  gagner  la  partie ,  a  des  chances  que  B  ne 
partage  pas. 

B  ne  peut  gagner  la  partie  qu'autant  que  A  ne  Ta 
pas  gagnée  sans  jouer  le  coup  en  comptant  les  hon- 
neurs. 
,  Alors  B  gagnera  la  partie  ,  si  le  coup  qui  se  jouera, 

il  fait  I  ou  plusieurs  tries;  ou  si  le  coup  qui  s'est 
joué,  A  n'ayant  fait  qu'un  seul  trie,  B  fait  le  coup 
suivant  i  ou  plusieurs  tries. 

Le  1"  de  ces  2  coups  B  combat  pour  les  tries 
avec  un  jeu  dans  lequel  il  ne  peut  pas  y  avoir  moins 
de  2  honneurs,  avantage  qu'il  a  sur  A,  dans  le  jeu  du- 
quel il  peut  n'y  avoir  point  d'honneurs  ,  ou  au  plus 
2  honneurs. 

Dans  cette  position  ,  la  probabilité  pour  A  de  faire 


(  i'7  ) 
i  ou  plusieurs  tries  ayant  pour  expression 

lOOI  I 

1666       2* 

par  le  the'orème  4  >  corollaire  ,  la  probabilité'  pour  B 
de  faire  i  ou  plusieurs  tries  aura  pour  expression 

looi       I 233i 

'  ~*  7666  ^2"~  333^' 

et  la  probabilité  du  coneours  de  ces  deux  e'ventualités 
aura  pour  expression 

6660        233 1 
10029       ^^^^ 

A  n'ayant  pas  compté  les  honneurs  et  n'ayant  fait 
que  I  seul  trie  le  coup  qui  se  joue,  le  coup  suivant  A 
et  B  seront  tous  les  deux  à  9,  et  auront  une  égale 
probabilité  pour  le  gain  de  la  partie.  Nous  venons  de 
déterminer  pour  A  cette  probabilité,  qui  a  pour  ex- 
pression 0,043  ;  la  probabilité  pour  B  sera  également 
0,043. 

Or,  la  probabilité  pour  B  de  gagner  la  partie  est  la 
somme  des  deux  probabilités  que  Ton  vient  de  dé- 
terminer, ou  o,43o  -f-  0,043=47^' 

Donc  dans  la  position  de  la  partie  où  A  est  à  8 ,  où 
B  est  à  9 ,  les  probabilités  du  gain  de  la  partie  pour  A 
et  pour  B  sont  dans  le  rapport  de  535  à  473. 

COROLLAIRE. 

Après  que  les  cartes  ont  été  distribuées,  si  A  n'a 
point  compté  les  honneurs ,  les  probabilités  du  gain 
de  la  partie  seront  pour  A  et  pour  B  dans  le  rapport 
de  i5o  à  473. 


(  ii8  ) 
PROBLÈME  V. 

Dans  la  position  de  la  partie  ou  ^  est  à  8  ,  et  ou  A 
est  à  9,  déterminer  pour  B  et  pour  A  la  probabilité 
du  gain  de  la  partie. 

Les  mêmes  éventualités  qui  dans  le  problème  pre'- 
ce'dent  ont  donne'  le  gain  de  la  partie  à  A ,  le  donne- 
ront ici  à  B ,  seulement ,  les  probabilités  de  ces  éven- 
tualités à  regard  de  B ,  ne  sont  pas  les  mêmes  qu'à 
l'égard  de  A. 

Ainsi  (prob.  2)  pour  B  la  probabilité  d'avoir  ou  4  ? 

ou  3  honneurs  étant ~^  -|-  ^^^ ,   la  probabilité 

2  X  ooo        000 

pour  B  de  gagner  la  partie  par  les  honneurs  sans  jouer 

le  coup  est  -—rr.  z=  0,200. 
I  bob 

La  probabilité  que  B  ne  gagnera  pas  la  partie  par 

les  honneurs  sans  iouer  le  coup  est  —t^tj.  . 
^  *        i66b 

La  probabilité  pour    A    d'avoir   dans  son  jeu  4»  3 

1  /  X     1127      ,    234    ,    325 

ou  2  honneurs  est   (cor.   ,  )  -^X   +  _  +  _ 

=       ^     ;    et    le   nombre  des  compositions  de   jeu 

dans  lesquelles  A  aura  ou  4  j  ou  3 ,  ou  2  honneurs , 
est  au  nombre  total  de  toutes  les  compositions  de  jeu 
possibles,   dans  le  rapport  de  7394  a  10829. 

La  probabilité  pour  B  de  gagner  la  partie  sans 
compter  les  honneurs  ,  en  faisant  le  coup  qui  se  joue 
plusieurs  tries ,  aura  pour  expression 

1233        73q4        238o  , 

1666        10829       8192 


("9) 
La  probabilité  pour  B  de  gagner  la   partie    sans 
compter  les  Loimeurs,  en  faisant  un  trie  le  coup  qui  se 
joue  et  en  faisant  le  coup  suivant  ï  ou  plusieurs  tries, 
aura  pour  expression 

1233         73q4        i7ï6  ..  I  *-/. 

lODD  10029         0192        2 

La  somme  de  ces  trois  probàbilite's ,  ou  la  probabi- 
lité' pour  B  de  gagner  la  partie ,  a  pour  expression 
0,460. 

Deux  e'ventualite's  semblables  à  celles  qui  dans  le 
problème  préce'dent  ont  donne'  le  gain  de  la  partie  à 
B,  le  donneront  ici  à  A. 

B  n'ayant  pas  compté  les  honneurs  ,  la  probabilité 
pour  lui  de  faire  le  coup  qui  se  joue,  i  ou  plusieurs 

tries  est  -^—^—  X  -•  La  probabilité  pour  A  défaire  i  ou 
10829       2        ^  ^ 

1     •  .  7^04   ,,  I        14264      ^ , 

plusieurs  tries  sera  i — —b~-  X  -  =     >.^o,  et  le  con- 
*^  10829       2       2id5o 

cours  de  ces  deux  éventualités ,  que  B  ne  compte  pas 

les  honneurs  et  que  A  fasse   i  ou  plusieurs  tries,  a 

pour  expression 

1233        14264  ,0 

La  probabilité  que  B  ne  compte  pas  les  honneurs  , 
que  le  coup  qui  se  joue  il  ne  fasse  qu'un  seul  trie,  et 
que  le  coup  suivant  A  fasse  1  ou  plusieurs  tries ,  aura 
pour  expression  o,o53,  expression  de  la  probabilité 
pour  B  que  nous  venons  de  déterminer  dans  le  concours 
des  mêmes  éventualités. 

Or,  la  probabilité  pour  A  de  gagner  la  partie  dans  la 
position  donnée  est  la  somme  de  ces  deux  probabilités, 
ou  0,487  +  o,o53  =  0,540. 


(    120   ) 

Donc  dans  la  position  de  la  partie  où  B  est  à  8 ,  et 
où  A  est  à  9,  les  probabilite's  du  gain  de  la  partie 
pour  B  et  pour  A,  sont  dans  le  rapport  de  460  à  54o. 

COROLLAIRE. 

Il  re'sulte  de  la  solution  de  ces  deux  derniers  pro»- 
blêmes,  que  A,  ouïe  côte' qui  donne,  étant  à  8,  Tautre 
côte'  à  9 ,  l'avantage  pour  le  gain  de  la  partie  est  du 
côté  de  A;  qu'au  contraire  B,  ou  le  côté  qui  coupe,  étant 
à  8 ,  et  l'autre  côté  à  9 ,  l'avantage  pour  le  gain  de  la 
partie  est  encore  du  côté  de  A.  Ainsi  dans  la  position 
de  8  à  9,  l'avantage  est  toujours  du  côté  qui  donne , 
soit  qu'il  soit  à  8,  soit  qu'il  soit  à  9. 


FIN. 
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